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ADVERTENCIA IMPORTANTE

El material que se presentara es mucho y un tanto dificil. No solo desde el
punto de vista matematico, sino conceptual. Contiene una buena dosis de
calculo estocastico e implicitamente también de economia financiera.

El nivel general es de fines de la licenciatura en matematicas, pero avanzado,
y en algunos aspectos y temas concretos, el nivel es de posgrado.

El libro de Mikosch (1999) da una buena idea del nivel minimo. En la UAM
Iztapalapa, los cursos mas cercanos a este material serian los de ‘Calculo
estocastico para finanzas’ y ‘Métodos matematicos para finanzas Il°, que se
imparten regularmente en la Maestria en Matematicas Aplicadas e
Industriales.

La herramienta matemética que representa el principal obstaculo para
aprender a fondo célculo estocéastico y por ello finanzas matematicas es la
Teoria de la Medida e Integral de Lebesgue. Sin embargo, se pueden llegar a
manejar bastante bien, hasta un cierto punto, los aspectos operativos y
conceptuales, tal como lo hacen economistas, financieros o fisicos que
trabajan en el tema y no conocen la teoria de la medida. Por otra parte, para
un matematico profesional, es realmente indispensable que adquiera esa base,
si quiere aprender y manejar bien finanzas matematicas. Una excelente
referencia en esta direccion es S. B. Chae (1994).

Sin embargo, en este mini curso no utilizaremos explicitamente teoria de la
medida ni integral de Lebesgue, salvo breves referencias optativas, de vez en
cuando.

Tocaremos también un poco de material adicional y mas avanzado : los dos
teoremas fundamentales de finanzas matematicas a un nivel relativamente
general, y una muy rapida introduccion a modelos de tasas de interés.

Los objetivos basicos de esta presentacidn, cuyo material realmente no puede
ser “aprendido” aqui — excepto, hasta cierto punto, por alguien que ya
maneje bien el calculo estocastico — es dar un panorama general del tema de
finanzas matematicas, asi como despertar el interés en estudiarlo con mas
detalle y mas profundamente, ya sea en cursos 0 en los textos mencionados.
Ademas, las notas impresas contienen otros materiales extra (como la formula



de Feynman — Kac) que no serdn mencionadas en las exposiciones, pero que
podrian servirle mas adelante al lector interesado.

Dependiendo del tiempo, las preguntas, etc. podria ser que no sigamos
estrictamente el temario en los dias asignados. Podriamos adelantarnos, 0
mas probablemente, retrasarnos en algunos puntos.

Sera muy conveniente, realmente indispensable, que pregunten y participen lo
mas posible. Estaré a su disposicion fuera de las sesiones, la mayor parte del
tiempo, para contestar preguntas, ampliar algunos puntos o simplemente
platicar alrededor de estos temas.

Sobre la bibliografia. Se encuentra al final de las notas en orden cronologico
ascendente. Los textos que mas utilizaremos son :

T. Mikosch (1999) ; S. Shreve (2004); T. Bjork (2005); F. Klebaner (2005); B.
Oksendal (2005); L. Arnold (1978); Filipovic (2009).

Si se requiere completo rigor matematico, ver : Karatzas (1997), Tudor
(1997) o Williams (2006).

Puede ser de utilidad la siguiente tesis de maestria : A. Sanchez-Peralta
(2010).
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A. Panorama general

A.1 La esfera de las Finanzas antes y después de 1973.

Los conocimientos y desarrollos tedricos acerca de cuestiones financieras son
tan antiguos como las civilizaciones, por obvias razones economicas Y
socioldgicas. No sélo las cuestiones relacionadas con intercambios,
préstamos e interés, sino que versiones no tan rudimentarias de los
sofisticados instrumentos denominados actualmente derivados financieros,
como las opciones y los futuros, eran conocidos desde hace milenios y se han
comerciado a lo largo de la historia. Aparecen mencionados, regulados o
criticados en el Codigo de Hammurabi y en el Antiguo Testamento, entre
otras fuentes.

A partir del surgimiento de la banca moderna, aproximadamente al mismo
tiempo que el renacimiento italiano, se van desarrollando los elementos
basicos de las finanzas, la mayor parte relacionados con cuestiones contables
y de intermediacion financiera, asi como con el importante tema de los
seguros. Los aspectos matematicos de este conocimiento fueron, desde
entonces hasta 1973, relativamente elementales. Con la excepcion de las
aportaciones de Louis Bachelier alrededor de 1900, las cuales pasaron casi
desapercibidas hasta fines de los afios sesenta del siglo pasado.

En comparacion con la matematica utilizada en fisica e ingenieria e incluso
en teoria econOmica, las matematicas utilizadas en teoria financiera vy
finanzas “aplicadas” o “practicas” era muy elemental : estadistica, dlgebra
lineal, optimizacion basica y poco mas. Hasta 1973. Alrededor de este afio
desarrollos incipientes comienzan a cristalizar, y en menos de una década, la
teoria financiera da un salto cualitativo, especialmente desde el punto de vista
técnico, y sus niveles tedricos mas avanzados utilizan ya matematicas muy
sofisticadas, a partir de principios de los afios ochenta. En los afios noventa



la sofisticacion matematica de las finanzas tedricas da otro salto y se ubica al
nivel de la investigacion matematica mas demandante tecnicamente. Se
establecen los dos Teoremas fundamentales de las finanzas, y numerosos
matematicos de primera fila, especialmente probabilistas y analistas
funcionales se dedican parcial o completamente a la investigacion en lo que
ya se denomina Finanzas Matematicas (en inglés, Mathematical Finance).

En lo que va del siglo XXI, este desarrollo espectacular ha proseguido adn
con mas impetu : las finanzas matematicas ya no sélo utilizan algunas de las
matematicas mas avanzadas, sino que empiezan a retroalimentar e influir en
algunos de los desarrollos matematicos mas recientes. Veremos esto con
mayor detalle en la proxima seccion.

En lo que resta de la presente seccidén, comentaremos acerca de lo que
ocurrio alrededor de y en 1973, y de los antecedentes financieros,
matematicos y metodologicos que impulsaron el despegue de las finanzas
matematicas, asi como el desarrollo mismo de éstas, a grandes rasgos, entre
1973y 1981.

En 1973 se publica el articulo que todos reconocen como el acta de
nacimiento de la moderna teoria de las finanzas y sobre todo de las finanzas
matematicas : el articulo de Fischer Black y Myron Scholes que incluye una
formula explicta para la valuacion de opciones de compra europeas (Black &
Scholes (1973)). Ese mismo afio, se funda el CBOE (Chicago Board of
Options Exchange). Estos dos son los eventos mas significativos, pero hay
otros varios desarrollos tanto en la academia como en las instituciones
financieras, asi como en la escena internacional (especialmente las
relacionadas con el inicio de las crisis petroleras que ocurrieron en 1973 y en
1979), que abrieron el camino para la consideracion e implementacion de
diversas medidas y decisiones en las esferas politica, financiera y académica,
orientadas a expandir el comercio de derivados financieros, especialmente
opciones y futuros.

En el &mbito académico, inicia un proceso de desarrollo tedrico alrededor de
la comprension, uso y extensiones varias del modelo y formula de Black
Scholes, asi como otras cuestiones relacionadas con administracion de
riesgos, optimizacion de portafolios y modelos de equilibrio economico en el
area financiera. A un ritmo acelerado, durante el intervalo 1973-1981
comienzan a utilizarse herramientas matematicas antes impensables para los
profesionales de las finanzas : optimizacion avanzada, ecuaciones en
derivadas parciales, métodos numéricos sofisticados, y desde luego, célculo
estocastico. La muy importante area probabilistica de teoria de martingalas
se introduce profunda y definitivamente en las finanzas a partir de los
trabajos Harrison-Kreps-Pliska en el intervalo 1979-81. Por otra parte, en el



dmbito del tema académico denominado economia financiera (‘Financial
Economics’) hay notables desarrollos durante los arios setenta : los avances
teoricos asociados a los conceptos de cobertura y replicacion financiera,
arbitraje, valuacion mediante teoria de arbitraje, valuacién neutral al riesgo,
completez de mercados, asi como a los temas mas generales de
administracion de riesgo y seleccion 6ptima de portafolios. Algunos de los
nombres importantes asociados con estos desarrollos incluyen a los mas
destacados economistas financieros de la década : Steve Ross, Steve Myers,
Robert Jarrow, Robert Merton, Fischer Black, Peter Carr, Dilip Madan, Mark
Rubinstein y varios otros.

Por dltimo, cabe mencionar que los conceptos de economia financiera
mencionados arriba tienen antecedentes en los afios sesenta e incluso antes. Y
por su parte, las matematicas “avanzadas” que se inyectaron en la teoria
financiera durante los afos setenta, distaban mucho de ser nuevas. En
particular, el célculo estocastico surgio en los afios cuarenta principalmente
en los trabajos del matematico japones K. It6, motivado por cuestiones varias
de fisica-matematica. Sin embargo, el calculo estocéastico, especialmente a un
nivel riguroso matematicamente, permanecio durante decadas como un tesoro
secreto y celosamente guardado, accesible para relativamente pocos
probabilistas, y para algunos matematicos aplicados que trabajaban en
problemas muy especificos de ingenieria o biologia. Fue la demanda
generada en finanzas, via el modelo de Black Scholes y sus extensiones, la que
expandio notablemente la difusion de este tema. En el presente (2013) existen
docenas de libros de texto (particularmente de la editorial Springer) sobre
célculo estocastico a nivel graduado y pre-graduado. Y versiones varias del
tema (en ocasiones muy poco rigurosas) se ensefian regularmente a lo largo
de todo el mundo, no sblo en doctorados de mateméticas 0 economia
financiera, sino en prdcticamente todos los MBA (‘Master on business
administration) y en algunas licenciaturas.

A.2 EI area de finanzas matematicas.

Como se afirmd en la seccion anterior, en las finanzas matematicas (o
‘Mathematical Finance’ en inglés) se introdujeron, a partir de 1973, el uso de
matematicas cada vez mas avanzadas (calculo estocastico, analisis funcional
y ecuaciones en derivadas parciales, entre otras), se produjeron resultados al
mas alto nivel de investigacion matematica (los dos ‘Teoremas fundamentales
de las finanzas’, asi como muchos otros avances), y recientemente, las
finanzas matematicas han empezado a retroalimentar e influir en la



investigacion matemdtica ‘pura’ que se lleva a cabo en algunas dreas bien
establecidas de la matematica, sobre todo en la teoria de procesos
estocasticos. En esta seccion detallamos un poco mas estas afirmaciones, pero
recomendamos leer o revisar algunas de las referencias, especialmente
Delbaen & Schachermayer (2006); Karatzas (1997); Karatzas & Shreve
(1998); Schachermayer (1998); Bru & Yor (2002); Jarrow & Protter (2004);
Yor et al (2008).

Enseguida enlistamos a los principales matematicos que han contribuido al
desarrollo del tema, asi como a las areas de la matematica que mas han
interactuado con finanzas.

Matematicos. A partir de 1981, un namero creciente de matematicos de
primera fila, asi como muchos otros, han dedicado parcial o0 completamente
sus esfuerzos en investigacion al desarrollo de este tema. Entre otros,
podemos mencionar a los analistas funcionales Walter Schachermayer vy
Freddy Delbaen, al analista/probabilista Paul Malliavin, recientemente
fallecido, al conocido analista Elias M. Stein, a los especialistas en
ecuaciones en derivadas parciales D. Isakov,

E. Barucci, V. Vespri, y a la mayor parte de los principales probabilistas a
nivel internacional, como Marc Yor, Philip Protter, Hans Foéllmer, Jean
Jacod, A.V. Skorohod, Albert Shiryaev, lonannis Karatzas, Steve Shreve,
Eckhard Platen, Bert Oksendal, Nicole EI Karoui. También, los economistas y
financieros con mas alto ‘background’ matematico han colaborado
intensamente en el tema. Destacan Paul Samuelson, Robert Merton, Robert
Jarrow, Darrel Duffie, Peter Carr, Dilip Madan.

La anterior lista incluye o involucra premios nébel de economia (Samuelson,
Merton), profesores de matematicos al nivel de medallas Fields (F. Delbaen
fue maestro de Jean Bourgain y E.M. Stein lo fue de C. Feffermany T. Tao) y
muchos otros importantes reconocimientos. W. Schachermayer recibio el
premio ‘Ludwig Wittgenstein’, la mas alta presea cientifica de Austria y una
de las mas prestigiadas a nivel internacional, por el que es quizas el resultado
mas sobresaliente (hasta la fecha) en finanzas matematicas : la demostracion,
rigurosa y detallada, en trabajo conjunto con F. Delbaen, de la version
general del Primer Teorema Fundamental de Valuacion de Activos (Delbaen
& Schachermayer (1994, 1998)). Este trabajo de cerca de 100 paginas de
analisis funcional y andlisis estocastico coloca las finanzas matematicas al
mas alto nivel de investigacién. Por dltimo, el hecho de que se le otorgara el
premio 'Gauss' de matematicas aplicadas a Kiyosi Ito, el fundador del calculo



estocastico, se debe en buena medida a la importancia central del ‘Calculo de
Itd' en finanzas matematicas.

Conexiones con otras areas. En el contexto de la matematica misma, y en
especial en el de la teoria de probabilidad y procesos estocasticos, el area de
finanzas matematicas ha influido de manera crucial en la ultima década.
Originalmente motivados por la inyeccion de Calculo Estocastico elemental
que llevaron a cabo Merton, Black y Scholes en el periodo 1969-1973, un
nimero cada vez mas considerable de matematicos y economistas
matematicos se fueron involucrando en el tema, y a partir del intervalo 1979-
1981, cuando Harrison, Kreps y Pliska introducen la Teoria de Martingalas
en el estudio de mercados financieros, comienza un desarrollo matematico
verdaderamente notable por la rapidez, profundidad y sofisticacion de las
herramientas matematicas involucradas. Mas aun, no s6lo se aplicaron
matematicas ya conocidas a finanzas, sino que la interaccion con estas renovo
el uso y consideracion de importantes areas de la teoria de probabilidad y
procesos estocasticos, e incluso en fechas mas recientes, dicha interaccion ha
promovido y orientado avances centrales. Algunas de las areas involucradas
son : los desarrollos recientes acerca de la teoria del movimiento browniano,
incluido el movimiento browniano fraccional; la teoria de semi y sigma-
martingalas; los teoremas de representacion de martingalas en tiempo
continuo; teoria de Cameron-Martin-Girsanov; Procesos de Levy;
Expansiones de caos y ‘white noise analysis'; Teoria de Kunita-lkeda-
Watanabe sobre flujos generados por ecuaciones diferenciales estocasticas;
ecuaciones diferenciales estocasticas con retardos en dimension infinita;
ecuaciones diferenciales parciales estocasticas; teoria de ecuaciones
diferenciales estocasticas backward-forward; integracién estocastica general,
incluyendo las integrales de Jacod-Meyer, Skorohod y Wick.

El nivel de dificultad, elegancia y sofisticacion del tema puede verse
claramente en numerosos libros de editoriales como Springer, Birkhduser o
Kluwer y en decenas de articulos publicados en algunas de las mejores
revistas, tales como Matematische Annalen, Journal of Mathematical Analysis
and its Applications, Mathematical Finance, Stochastic Processes and their
applications y muchas otras. Los autores de tales libros y articulos incluyen,
entre muchos otros, a los destacados matematicos y tedricos mencionados en
el inciso anterior.

En conclusidn, puede decirse que si bien el modelado matematico y algunas
de las aplicaciones de diversas areas de la matemética a las finanzas
‘practicas’ pueden ser discutibles (sobre todo a partir de la crisis financiera



de 2008 — 2010) de lo que no hay duda es que Finanzas matematicas
(‘Mathematical finance’) es un area solida y rigurosa de la matemadtica y se
encuentra hoy dia en plena efervescencia.

A.3 Mapa de finanzas matematicas :

PORTAFOLIOS

ADMON RIESGO

MODELOS

TASAS DE

DERIVADOS

FINANCIEROS
INTERES

(Black Scholes)

FINANZAS MATEMATICAS

RESUMEN.

e Finanzas hasta 1973 : técnica matematica elemental (optimizacion
basica, algebra lineal, estadistica), con la excepcion del trabajo de L.
Bachelier (1900), casi desconocido hasta los afios sesenta.

e 1973 : Modelo y férmula de Black Scholes; fundacion del Chicago
Board of Options Exchange; etc.
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e 1973 — 1981 : desarrollos varios, utilizando calculo estocastico,
optimizacion avanzada y ecuaciones en derivadas parciales.

e 1981 - 1992 : introduccion de la teoria de martingalas y
perfeccionamiento de varios conceptos de economia financiera.

e 1992 — 1999 : teoremas fundamentales de finanzas matematicas;
interaccion fuerte con teoria de procesos estocasticos; desarrollos
conceptuales varios.

e 1999 — 2013 : interaccion fuerte con varias ramas de la matematica;
influencia en desarrollos recientes de procesos estocasticos como el
MBT, procesos de Levy, etc.

e 1973 - 2013 : en cuanto a contenido, los temas principales han sido
valuacion y cobertura de derivados financieros, especialmente
opciones de muy variada clase. A partir de 1978, modelos
estocasticos de tasas de interés.

B. El modelo de mercado a 1 periodo.

Referencias : En esta seccion seguiremos muy de cerca Bjork (2005).

Un texto més riguroso y con un contexto mas general es : S. Pliska (2001).
También puede utilizarse Shreve (2004) vol. I. Por ultimo, uno de los mejores
textos disponibles, que incluye mucho material, asi como gran claridad
conceptual y matematica es LeRoy & Werner (2001).

El tiempo, denotado por t, toma dos valores : t =0 (“hoy”) y t=1
(“mariana’), por lo que en realidad tenemos sélo un periodo. El mercado
consta de dos activos : bonos, el activo ‘no riesgoso’ y el ‘stock’ (acervo), o
‘activo riesgoso’. En adelante los llamaremos simplemente “bono” y
“activo”, respectivamente. E| proceso (deterministico) del bono esta dado por
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B(0)=1; B()=1+r

donde r es la tasa de interés de contado (‘spot’) del periodo. Se puede
interpretar como la tasa de un banco o del mercado de dinero, y mas adelante
como la tasa libre de riesgo (CETES, Treasury bills). La dinamica del activo
riesgoso esta dada por

s-u, prob. p,
S(0) =s; S(1)=1{s-d, prob. p,

con py, pa>0; py+ps=1, y desde luego d <u. Lo escribiremos
también como

S1)=s-Z

donde Z es una variable aleatoria que toma los valores u (con probabilidad
p. ) 0 d (con probabilidad p, ). Implicitamente estamos trabajando sobre un
espacio de probabilidad (Q,F,P) en donde Q = {w,, wy} (dos “estados
del mundo”), F es el conjunto potencia de Q (la sigma algebra maximal) y

P{wy ) =py i P{wd}) =pq

todos los nimeros anteriores son conocidos, incluido el precio actual del
activo riesgoso s. La incertidumbre se representa por el hecho de qué no
sabemos con certeza cuél de los dos estados del mundo ocurrira; cada uno de
ellos tiene cierta probabilidad positiva de ocurrir.

Un diagrama :



Inversion: AS

1

Valor presente :
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S

pu
p\ ds

t:o t=1

(1+7r) B

1(1+7) Bono.
(1+nr)A
- B
ACTIVO
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Consideraremos portafolios en el mercado (Bono, Activo) dados como
vectores bidimensionales g = (x,y). La interpretacion es que el portafolio g
tiene x unidades de bono, asi como Yy unidades de activo. Los valores
positivos representan tenencia o posesion (posicion ‘larga’) mientras que los
negativos representan deudas, ‘ventas en corto’ (‘short sales’) o préstamos
(posicion ‘corta’).

Hipotesis.

1. x,y €R

2. No hay diferencial ‘bid — ask’ (el precio de venta es igual al de
compra).

3. No hay ‘costos de transaccion’.
4. El mercado es completamente liquido. Por ejemplo, siempre hay
préstamos del banco en cualquier cantidad.

Definicion : Si g = (x,y), el proceso del valor del portafolio es

Vq)(t) =xB(t) +y S(t); t=0,1.

Desglosando :

Vg)(0) =x+ys

Vge)()=x(1+r)+ysZ



Definicién : un portafolio de arbitraje es un portafolio g que satisface :

) Vg)0)=0;
i) Pl[(Vp(1) 20] =1;

i) P[(Vg)(1) > 0] > 0

El portafolio g es un arbitraje fuerte sii

) (Vg0)=0;

i) P[(Vg)(1) > 0] = 1.

Teorema: en el modelo de mercado a un periodo se cumple
a) No hay arbitraje si y solo si
d<+r)<u *)
b) No hay arbitraje fuerte si y solo si
d<(1+7r)<u (**)

Demostracion : ejercicio muy ilustrativo.

14

Comentario : el concepto de arbitraje es uno de los mas importantes en

finanzas matematicas, y para algunos autores, el mas importante de todos.

Muchos enunciados de resultados cruciales en finanzas matematicas tienen la

estructura : “Suponiendo que no hay arbitraje, se sigue que ...".

Comentario : en realidad hay varios conceptos de arbitraje. En este modelo,
el mas sencillo posible, hay dos (arbitraje y arbitraje fuerte). A medida que el
modelo se complica, sobre todo generalizando la estructura del espacio de

probabilidad, surgen mas variantes. Ver A. Sanchez — Peralta (2010).
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Medidas martingala equivalentes.
La doble desigualdad (*) equivale a que el nimero (1+r) sea una
combinacion convexa de u, d. Es decir, que existen dos nimeros q,,q; > 0
con q, +q4 =1 tales que

1+r=q,-u+qq-d

Estos ‘pesos’ pueden interpretarse como probabilidades correspondientes a
una nueva medida de probabilidad Q en el espacio (Q,F) definida por

Qlz=ul=q,; QlZ=d]=qq

Si denotamos la esperanza con respecto a Q como E se tiene que

EQ[S(1)] = —>

(1+7) (1+1) Gy us+qq-dst=s

Tenemos entonces la siguiente Formula de valuacion :

S(0) =

Ty EUS )]

ésta es la formula de valuacion neutral al riesgo, mediante la cual obtenemos
el precio del activo ‘hoy’ como el valor presente del precio esperado
‘maniana’. A Q se le llama medida martingala equivalente 6 medida neutra
al riesgo.

Ahora podemos enunciar, en este contexto, el resultado que hasta 1998-1999
fue el resultado central de FM.

Teorema (Version 0.0 del ‘Primer Teorema Fundamental de Valuacion de
Activos’ (PTFVA) o ‘Primer Teorema Fundamental de Finanzas’ (PTFF)) :

El modelo de mercado a un periodo es libre de arbitraje si y solo si existe
una medida martingala equivalente.
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Proposicion : para este modelo, las probabilidades para la MME Q estan
dadas por

_ @+r)-d _u—(1+r)
u—d

u u—d

Demostracion : ejercicio muy sencillo.

Reclamos contingentes (‘contingent claims’).

Comentario : derivados financieros.

Definicidn : un reclamo contingente (derivado financiero) en el mercado a 1
periodo es una variable aleatoria de la forma X = ®(Z), donde Zes lav.a.
del mercado definida antesy @ es una funcion apropiada (Borel medible).
En términos practicos, concretos, se trata de un contrato, y @ es la funcion
de contrato.

Comentario : contratos.

Ejemplo importante : opcion de compra europea escrita sobre el activo
riesgoso (subyacente).

El contrato se realiza entre dos partes : A, quien escribe y vende la opcion, y
B quien la compra y es el tenedor de la misma. La opcion le otorga a B el
derecho, pero no la obligacion de comprarle a A una determinada cantidad
de activo (una unidad) por un precio determinado K, llamado precio de
ejercicio (‘strike), cuando t = 1. Aqui la funcion de contrato es

®(2) = (Z-K)* = max{Z — K, 0},
O bien:

d(u)=su—K; &) =0,
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Bajo la hipoétesis de que sd < K < su.

Denotemos el precio ‘justo’ (el precio de no arbitraje) para X al tiempo t
como m(t, X).

Proposicion : para que no haya arbitraje se requiere que m(1,X) = X.

Prueba : suponer lo contrario y construir un portafolio de arbitraje.

El problema principal, y en principio muy dificil es encontrar (0, X).

Comentario importante. Aln en este contexto tan extremadamente simple,
puede verse el esquema general de trabajo en finanzas matemaéticas : se
trabaja “hacia atras” (‘backwards’). Con base en algunas suposiciones sobre
el futuro (aqui, t =1), se obtienen resultados importantes, sobre todo
valuaciones, para el presente (t = 0). Es completamente al revés de la idea
usual de “predecir el futuro”.

Soluciéon mediante alcanzabilidad y completez.

Definicidn : un reclamo contingente X es alcanzable sii existe un portafolio g
tal que (Vgq)(1) = X. En ese caso se dice que el portafolio replica a X, y que
es un portafolio de cobertura.

Comentario : en un sentido puramente financiero, no hay distincion entre
tener un reclamo contingente X y tener un portafolio g que lo replica.

La posibilidad de replicar todos los derivados financieros es una propiedad
importante de un mercado, significa que el mercado es suficientemente
amplio, rico en cuanto a los activos que se mercadean en él como para poder
reproducir practicamente cualquier tipo de comportamiento financiero.

Esto nos lleva a un concepto sumamente importante, para muchos autores tan
importante como el de arbitraje. Se trata de la completez del mercado.

Comentario : el concepto de ‘alcanzabilidad’ proviene en términos generales
de la teoria de control. En derivados financieros no se ha explotado esta
conexion, pero en el tema mucho mas profundo y dificil de tasas de intereés, T.
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Bjork y sus colaboradores han establecido conexiones profundas con teoria
de control y con otras areas clasicas de la matematica.

Ahora presentamos el segundo concepto mas importante de FM. Para algunos
autores, esta a la par, si no es que mas arriba en importancia, que el de
arbitraje.

Definicién : el mercado a un periodo es completo sii todo reclamo
contingente puede ser replicado dentro del mercado, es decir, para todo
derivado financiero X, existe un portafolio q del mercado tal que (Vgq)(1) =
X.

Teorema : Si g replica a X, entonces, bajo la hipotesis de no arbitraje,
forzosamente se cumple también que

7(0,X) = (Vq)(0).
Demostracion : ejercicio.
Los conceptos de arbitraje y completez mantienen una relacién compleja
cuando el espacio de probabilidad tiene una estructura complicada. En el

caso del modelo a 1 periodo, dicha relacion es muy sencilla. Tenemos el
siguiente

Teorema : en este modelo de mercado, no arbitraje implica completez.
Demostracion : es inmediata, dado cualquier reclamo X representado por

una funcién contractual @, los ‘pesos’ del portafolio vienen dados por

1 ud(d)-dou)
(147 u—d ’

X

10w - d(d)
T s u—d ’

Problema / pregunta : ¢se cumple la implicacion reciproca?
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Valuacion neutral al riesgo.

Hemos visto que el modelo de mercado a un periodo es completo (bajo la
hipdtesis de no arbitraje). Entonces dado cualquier reclamo X tenemos que
m(0,X) = (Vq)(0) donde el portafolio q esta dado por los pesos de las
formulas anteriores. Después de un poco de algebra obtenemos :

m(0,X) =x+sy

1 {(1+r)—d u—(1+r)
d(u) + o(d)}
-d

- (1+n) u—d u

Es decir,

m(0,X) = {qu @) + qq P(d)}

1+

el lado derecho es el valor esperado del reclamo X bajo la medida de
probabilidad Q. Tenemos entonces el siguiente

Teorema : en el modelo a un periodo, el precio libre de arbitraje de un
reclamo contingente X esta dado por

1
(0,X) = T E?[X]

donde la medida martingala Q esta univocamente determinada por la
ecuacion

1
S(0) = 77— EIS(D)]

de la cual se obtuvieron los valores para las probabilidades g, q4.
La formula dentro de la caja es la “valuacion neutral al riesgo” y a la MME
O se le llama también “medida neutral al riesgo”.
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En este sencillisimo ejemplo se encuentran ya los elementos principales de la
valuacién mediante el método de la martingala. Mas adelante veremos la
prueba de la formula de Black Scholes mediante una expresion
completamente similar a la de arriba, s6lo que en un contexto matematico
mucho méas complicado (de hecho infinito — dimensional) :

C(t) = eTT™OEC[(S(T) — K)*|F¢]
Algunos comentarios adicionales.

1. El unico papel jugado por la probabilidad “real” u “objetiva” P (con
los valores p,,pq ) €s que ella determina cuales eventos son posibles
y cuales imposibles. Ella determina la clase de equivalencia de las
medidas de probabilidad a considerar.

2. Cuando calculamos el precio libre de arbitraje de un derivado
financiero, llevamos a cabo los calculos como si vivieramos en el
mundo neutral al riesgo. Otra manera de decirlo es que las
valuaciones basadas en la medida neutral al riesgo son las Unicas en
las que estan de acuerdo todos los participantes en el mercado,
independientemente de su propension al riesgo.

Sugerencia : estudiar con cuidado el ejemplo numérico al final de la primera
seccion del capitulo 2 de Bjork (2005).

Comentario importante : generalizaciones.

e El modelo anterior se generaliza facilmente a cualquier numero de
periodos y se conoce como ‘El modelo binomial’. Fue introducido por
Cox, Rubinstein y Ross en 1979 como una ayuda pedagogica, para
entender en el caso discreto el modelo y férmula de Black Scholes. Sin
embargo resulto ser un desarrollo con valor en si mismo. Ver por
ejemplo Shreve (2004) vol I.

e El modelo a un periodo también puede extenderse al caso de varios
activos, lo cual lleva a interesantes consideraciones de algebra lineal
y optimizacion con el lema de Farkas (la version finito dimensional
del Teorema de Hahn — Banach).

Ambas generalizaciones pueden verse en Bjork (2005), 6 en Pliska (2001).
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VIERNES 3.

Antecedentes matematicos (Calculo estocastico).

REF : Arnold (1978); Karatzas & Shreve (1991); Steele
(2001); Oksendal (2005); Klebaner (2006).

Procesos estocasticos.
Definicidn de proceso estocastico, notaciones.

Si (Q,F,P) esun espacio de probabilidad,y T > 0, un proceso estocastico
Xen[0,T] esuna funcion

X:[0,T] x Q>R
tal que para cada t€[0,T], la funcion w - X(t,w) es una variable
aleatoria.

El proceso estocastico puede verse entonces como una coleccion o familia de
variables aleatorias indizada por t € [0, T].

Observacion : Notaciones.
X(t,w) =X@) =X = X(w)
Para cada w € Q (“estado del mundo”), la funcion tw~ X(t,w) se llama

trayectoria (‘path’).

Observacion : el codominio puede ser R™ 6 mas general, un espacio de
Banach.

Observacion : el conjunto de indices, como se denomina a [0,T] puede ser
discreto, finito 6 infinito y de cualquier dimensidn, puede ser un espacio de
Banach. Ver Revuz & Yor (1999).
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Distribuciones finito — dimensionales.

Escogemos N € N; tq,...,ty € [0,T] y borelianos reales B4, ..., By.
Definimos

Uy, en(B1 X ... X By) = P[X(t,) € By, ..., X(t1) € B4]
con lo cual se obtiene una medida sobre la ¢ — algebra de los borelianos en
RY. A la coleccion de estas medidas, variando Ny lost;’s se le llama la
coleccion de las distribuciones finito — dimensionales del proceso X.
Esperanza condicional.
Si Y esunav.a.en (Q,F,P) y G unasub— o — algebra de F, la esperanza
condicional de Y dada G, la que denotaremos por E[Y|G] es una variable
aleatoria Z que satisface lo siguiente :

1) Zes G - medible;

i) Paratodo A € G setiene que

deP=f ZdP
A A

Observacion: existencia de la esperanza condicional. La prueba requiere algo
de herramienta. Ver Oksendal (2005)

Propiedades :
1) Linealidad;
2) E|E[Y|G]] = E[Y]
3) E[Y|G] =Y si Y es G—medible.
4) E[Y|G] = E[Y] si Y esindependiente de g.

5) E[Z-Y|G] =Z-E[Y]|G] si ZesG— medible.
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Ejercicio : probarlas.

Martingalas.

Definicion: Dado un proceso X en (©,F,P) y una filtracion (Fy)¢eqor) .
decimos que X es una martingala con respecto a la filtracion sii para todos
s <t secumple que

E[X(t)|F] = X(s) c.s.

Observacion : E[|X(t)|] < oo, para todo t.

Observacion : importancia de las martingalas. Teoria, dessigualdades, etc.
Por ejemplo,

Teorema : (Desigualdad de Doob, Pascucci (2009), # 3.38) : Sea M
martingala continua en [0, T] . Entonces, paratodo todo p > 1 se cumple

Elg St ¢ M@P] < () EQMP),

Ademas de su utilidad en procesos estocasticos, este tipo de desigualdades
tiene conexiones profundas con temas de andlisis matematico, como espacios
de Hardy y teoria abstracta de interpolacion.

Enseguida vamos a presentar un resumen muy apretado del principal ejemplo
de proceso estocastico, el movimiento browniano o proceso de Wiener. La
teoria de procesos estocasticos es en gran medida el estudio detallado de las
propiedades de este proceso, asi como de sus extensiones, generalizaciones y
aplicaciones. El calculo estocéastico de I1t6 esta basado en las propiedades
especificas de este importante proceso.
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Movimiento browniano o proceso de Wiener.

1827 Robert Brown ; 1900 Louis Bachelier; 1905 Einstein; 1923 Wiener;
alr. 1940 Paul Levy; 1942 y después, K. Ito.

Definicion : el MB estandar es un proceso estocastico {W(t)}efo,m)

definido sobre un espacio de probabilidad completo (2, F, P) con valores
reales que satisface

i) W(0)=0

1) Paratoda t > 0 setiene W(t)~N(O0,t)

1ii) Tiene incrementos independientes : para ty < t; < -- < t,,, lasv.a.
W) —W(to),  W(t) —W(ty) ... W(tm) — W(tn-1)

son independientes.

iv) Tiene trayectorias continuas, i.e. para cada w € 2, la funcion t
W (t, w) es continua.

Teorema : el MB existe. Ademas, puede ser construido de varias maneras.
(Steele (2001), Revuz & Yor (1999)).

Propiedades que se derivan de la definicion.
1. Las funciones de esperanzay covarianza del MB son
uw () = E[W(@®)] =0;

cw(t,s) = E[lW ()W (s)] = min{s, t}

2. EI MB es martingala, 0 < s <t se cumple

EIW®IF]I=W(s), c.s.
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Definicion. Sea f:[0,T] - R, p > 0. Su variacion p-ésima esta dada por
n

W(f;T) = sup |f (&) — fti-DIP
T[:{O:to,tl ..... tn} i=1
mell

Cuando p = 2, lavariacion se llama cuadratica.
Teoremade Levy: [W,W](T) =V,(W;T) =T c.s.

Comentario : PROPIEDADES OSCILATORIAS DEL MB.
Teorema : Casi seguramente, las trayectorias del MB son no diferenciables
en ningun punto.

Teorema : Casi seguramente, las trayectorias del MB son de variacion no
acotada, para cualquier intervalo [a, b] c [0, T].

Definicion. Un proceso X(t) (t € [0,T]) es auto-similar con exponente de
Hurst H > 0 sii paratodo 7 > 0 y para todos t4, ...,ty € [0,T] se cumple
que

(THX(tl), ey THX(tN)"‘"(X(Ttl), ey X(TtN))
Proposicion : W(t) es auto-similar con H = %

Comentario 1 : Fractales.
Comentario 2 : Hurst, MBf.

Comentario 3 : Arbitraje y modelos financieros con MBf.
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La integral estocéstica o integral de Ito.

Antecedentes de integracion de Riemann - Stieltjes.

Def: la integral de Riemann, si existe es el limite
R(f; la, b)) = limy e S(f; ;€5 [a, b])

donde S(f;m; & la,b]) =X f(EDt —ticy), Ytioi <& <t; para i=
1,..,n.

Comentario : particiones, redes y convergencia generalizada.

Teorema de Lebesgue : la integral de Riemann de f existe si y solo si

u(Disc(f)) = 0.

Integral de Stieltjes: f es el integrando, g el integrador. La integral de
Stieltjes de f con respecto a g es el limite, si existe

b n
| g =1as(fig) = timag D7 FEI90) ~ 96

Ejl:si g(x) =x, Irs(f; 9) = R

Ej 2: Si f escontinuay V;(g) < oo, entonces existe Irs(f; g). (Teoria
clasica de Stieltjes).

Ej 3: Teorema de Young (Acta Math 1936, vol 67, p 251-282). Si
(1) Disc(f) n Disc(g) = @,

(i) existen p,q > 0 con %+$ > 1 talesque V,(f), V,(g) < o,
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entonces existe Irs(f; g).

Conclusion para f; fdW: suponiendo que f es de clase C!en [a,b], para
cada trayectoria browniana la integral existe, pues en ese caso V,(f) < o

conp =1,ycomo V,(W) < oo, tenemos q = 2,y %+%=1+%>1.

Conclusion para ff WdW. En este casop = g = 2y no se pueden mejorar
(a la baja), por lo que no aplica el Teorema de Young.

LA INTEGRAL ESTOCASTICA.
Ejemplo muy ilustrativo : ff WdW . Considere una particion

T={0=t, <t; <-t, =t} ysea

Xa= ) W) (W) =~ W)

n 1 1%
Xo= ) Wt AW =W =3 ) (4W)?
=1 i=1
_1 2_1
=Iw©? - 1x,0.

Tenemos que

B (0] = Y (6= ti) = t

=1

var(X,(t)) = 21_121[E[(AiW)4] — (Ait)?]
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como E[(A;W)*] =E :(W(ti - ti—l))4]

Il
t

((Ait)% w<1)> ] = 3(0t)?

entonces
n
var(Xn(t)) = ZZ (A0 < 2¢|7]| = 0,
i=1
si ||| = 0.
Como var (X, (t)) = E[(X,(t) — t)?], entonces se tiene el siguiente

Teorema : (a) para cada t=>0, X,(t) >t en L*(QF,P), y
consecuentemente, (b) existe una subsucesion ¥, = X, tal que X,(t) - ¢,
C.S.

Basados en lo anterior, podemos hacer la siguiente interpretacién

(A;W)2~A;t, pues E[A;W] =0, yE[(A;W)?] = A;t. En forma simbodlica y
compacta,

(1) (AB)?>~At (2) (dB)? =dt

Entonces, provisionalmente escribimos

[ waw = 2wy -
0 2
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La integral de 1t0 para procesos simples
Consideremos un espacio de probabilidad filtrado para el browniano
estandar (Q,F,{F;:}is0, P), donde F; = a{W(t):0 <t < oo}y restringimos
todo a un horizonte temporal finito [0, T].

Definicion: Un proceso {X(t)}:efor; €S Simple sii existen una particion m =
0=ty <t;<-t, =T} yva Yy,.. Y talesqueparai =1, ...,n

(@) Y; es Fy,_, —medible;
(b) E[Y?] <oo;
(c) Si 0<t<T, entonces X(t) = XL, Yily, . 1)

X(T) =Y,

Definicidén : Si X(t) es un proceso simple, su integral de 1t6 esta dada por

[ X()dW (s):= Xy X (tim)AW = X1y ViAW,

ysi t € [ty_q,t;] tenemos que

k-1

jo X(s)dW (s) = jo X() 110, dW (s) = Z ViAW

+ V(W (@) = W(ty-1))

(x*x) Comentario muy importante : Punto de laizquierda.
Ito, Stratonovich, MacShane. Martingalas. Aplicaciones.
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Propiedades basicas. Sea I(X)(t) = fOtX(s)dW(s), para 0<t<T.
Entonces

(D EH)@®] =0;
(2) Linealidad ;

3) [ X(s)dW = [ X(s)dW + [ X(s)aw,

E [(fOtX(s)dW)Z] = [VE[X(s)*]dW

(B) {UX)(®)}eefor €8 {Fele=o — martingala.

Prueba de (4) : que las esperanzas son finitas se sigue de la propiedad (1), y
la adaptabilidad se sigue de la definicion de la filtracion y de las propiedades
de las v.a. Y;. La igualdad de martingalas se ve separando en dos casos.
Primero, si s,t € [ty_1,tx], CON s < t, tenemos que

1CO®) =100 (tk-1) + Y (W () = W (te-1))
+ Y. (W) —W(s))
= 1))+ V(W (©) —W(s))
el primer término y Y, son F, — medibles, y el incremento browniano es
independiente de 7, luego E[I(X)(t)|F;] = I(X)(s) + 0 = I(X)(s). El otro

caso queda como ejercicio.

Prueba de (5), la_isometria de It6. Considere t = {0 = t, < t; < -~ t;, = t}.
Escribimos Z; = Y;A;W. Entonces

EUGO@] = LY. 2 ) 7]
_E [zi,jzi zj] - Zi’j E[Z:Z;]
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=Y. E[Z%]

= D EL0GAWY) = ) ELCPEAW)?)

= ZE[(YL)Z](tl — ti—l) =j E[X(S)Z]dW
4 0

La integral de 1t6 en el caso general.

Def : un proceso {X(t)}ieo,r; €S admisible sii
(A) esta adaptado a la filtracion;

(B) [, E[X(s)?]ds < oo.

Ej 1 : un proceso simple es admisible.

Ej2: X(t) esdeterministicoy fOTX(s)st < oo, En este caso la integral de
It es la de Wiener.

Ej3: X(t) =W(t).

Lema fundamental : Si {X(t)}ic[or; €S admisible, entonces existe una
sucesion de procesos simples ({Xy, (£)}tefor)nen gque cumplen

(i) lim [y E|(Xu(s) = X())"| ds = 0;

(i) existe un proceso {I(X)(t)}tepor; tal que



32

lim E[sup epor) {(I(Xn)(®) — 1O(0))}] = 0.

Al proceso {I(X)(t)}teor; Se le llama integral estocastica o integral de Ito,
y se denota por

IX)(@®) = [[X(s)dW, 0<t<T.

Propiedades basicas. Sea {X(t)}e[or; admisible,
entonces

(1) E|f; X(s)dw (s)| = 0;

(2) Linealidad;

(3) Aditividad en el dominio :

JOtX(s)dW(s) = f

0

uX (s)dW(s) + f tX (s)dW (s)
t 2 t .
4 E [(fo X(s)dW(s)) ] = [, E[X(s)?]ds (isometria
de it0).

(5) { fot X (s)dW(s),} esuna {F,};>o — martingala.

te[0,T]
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Teorema (existencia de la integral estocastica) : la integral de Itd existe
para procesos adaptados y que satisfacen la condicién

ST X2(t)dt < o0, con probabilidad 1.

Maés aun, se cumple la linealidad. Pero las otras propiedades (media cero,
propiedad de martingala e isometria de 1t6), requieren de la condicion (B). Ver
Klebaner (2006).

Corolario : Si f es continua en [0,T] , entonces la integral
fOT f(W(t)) dW (t) esta bien definida (existe).

Ejemplos.

1. I= fol tdW (t). La integral esta bien definida y se cumple (B). Los
momentos son : E[I] =0, E[I?] = 1/3.

3. ¢Paracuéles valores de a esta definida la integral
I = f01(1 —t)"*dW (t)? Se requiere que:

[l =072 dw (©) < o, i, @ <1/2.

3. [ W(t)dW (t). Aqui
E [f01 Wz(t)dW(t)] =E [f01 tdt] = <o,

la integral estocastica existe, tiene media cero y varianza 1/2.

4, | = foleW(t)dW(t). La integral existe. Mas an,
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1 1 1 1
E [fo eZW(t)dB(t)] = [ E[e*©]dB(t) = f, e?dt = (e? — 1) < oo.
| tiene media ceroy varianza

E[(f} e ©aw ()] = 2(e? - D).

5. ] = foleW(t)de(t). Esta bien definida, pero
flE[eZW(t)z]dt = 00,

0

entonces no podemos asegurar que tenga momentos finitos. De hecho, no los
tiene. (Ejercicio)

Proposicion. Sean X(t),Y(t) procesos admisibles, =

E[( f X(s)dW ())( j Y(s)dW(s»] - j E[X ()Y (s)]ds
0 0 0

Ejercicio : probarla usando la isometria de It.

PROCESOS DE VARIACION CUADRATICA

Def : Para procesos X(t),Y(t), sea [X,Y](t) =

limﬂ zn=1(X(ti) — X(ti—l))(y(ti) - Y(ti—l))

i
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el limite de la red es en probabilidad. Se llama la covariacion de X, Y.
Ademas,

[X, X1(8) = (X)(©)

es la variacion cuadratica de X, lo que anteriormente denotamos por V,(X)
donde X representa una trayectoria fija del proceso.

Ejemplo : Si f(t) es deterministica y continua, entonces (fotf(s)ds) (t) =
0.

Teorema : Si X es admisible,

(L}QMWSD@%jEHQWS=L}@Yﬂwﬂﬂ

Corolario :  Si fOTX(s)st>O, entonces la integral estocéastica

T . . e ey e pe - .
fo X(s)dW (s) tiene primera variacion infinita, pues en caso contrario, su
segunda variacion seria cero, >« .

Proposicion :

(i) [x,Y]=1[Y,X]
(i) [aX + bY,Z] = [aX,Z] + [bY,Z]
(ii)) [X,Y] =X +7) = (X = Y))

= (X +Y) = (X = (YD)

(iv) [[X Y]] < (XKY)
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Lema de 1td o Regla de la Cadena Estocéstica.
Primera version: Y (t) = f(W(t)), con f € C*(R,R) = C?(R).

A. Motivacion: al estilo de los fisicos,

FW@© +adw ) = f'(W(e))dW (t)
+% Fr(w®)@awm)’
+ %f”’(W(t))(dW(t))g + o
~ f'(W(t))dw (t) + %f”(W(t))dt
Enunciado: Sea f € C2(R), entonces
fw®) =

[rwe)awe +[ 311 we)as
0 0

0 bien decimos que Y (t) = f(W(t)) tiene diferencial estocastica dada
por

dy () = f'(W(©)dw(t) + %f”(W(t))dt

Comentario : éste es el caso mas simple posible de la férmula de Itd, pero
aqui se encuentran ya los elementos basicos del ‘fenomeno’, el cual es el que
le da al cdlculo estocastico (de 1Ito) sus propiedades y ‘“‘sabor”
caracteristicos.
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El calculo estocastico es el resultado de combinar (esencialmente haciendo
composiciones de) funciones diferenciables con funciones de variacion no
acotada, no diferenciables, y proceder a ‘imitar’ hasta cierto punto, el
célculo ordinario.

Los teoremas clasicos del calculo que se cumplen, algunos con
modificaciones, son : la regla de la cadena; el desarrollo de Taylor; la regla
de Leibniz para diferenciacion bajo el signo integral; el teorema de
existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias; el teorema de
Fubini.

No se conocen versiones estocasticas apropiadas para : el teorema del valor
medio, ni para los teoremas de funcion inversa e implicita. Esto ultimo
constituye un buen problema abierto, quizas muy elusivo, en el cual la parte

mas dificil es encontrar el enunciado correcto, apropiado.
Un poco mas general,

fw®) - f(ws)
t t 1
=jf’(W(u))dW(u)+j S £ (Ww)du
Ejemplos.
1. f(t) = %tz. Entonces f'(t) =t, f"(t) =1,y

SW(6)2 =W (s)? = [[W@dW @) +5 (¢ —5),

en particular f(fW(u)dW(u) = %(W(t)2 —t). Por dltimo, en forma
diferencial

d(W(t)?) = 2W (t)dW (t) + dt.

2. Calcularemos E[W (t)*]. Consideremos



fx)=x*y f'(x) =4x3, f"(x) =12x>.
W(t)* = [ 4W(s)*dB(s) + [, 12W (s)2 ds,

EW®)*] =0+ 6ftE[W(s)2]ds = 3t?
0

En particular, E[W(1)*] = 3.

3. Calcular y(t) = E[e?®], £ > 0.
Sea X(t) = e*(® . Entonces

dX(t) = 22X ()dt + AX (£)dW (b),
X(@®) = 1+2 [IX(s) ds + 2 [} X(s)dW (s),

y(®) = E[X(©)] = 1+ % [F y(s) ds.

12

e, y'(0 =2y®; y(0) =1, =y =e7",

AZ
asi: E[e?"®] =ez".

Lema de It6, segunda version.
Motivacion : sea X(t) = f(t, W(t)), entonces
Xt+dt)=f(t+dt, W+ dW)

= F(t, W) + f,(t, W)dt + f (t, W)W



+ % fer (6, W) (dE)? + foy (£, W)t AW

1
+ Efww(t: W)(dW)Z +

~ f(t, W) + f:(t, W)dt + fi, (t, W)dW + % fww (&, W) dt

Enunciado segunda version : si f:[0,0) X R - R
es de clase C'?, entonces

FEW®) - F(s, W) = j £, (w0, W) du

+ 1L (W) dW () +3 [ fo(w W) )du.

En forma diferencial, si X(t) = f(t, W (t)),

1
dx(t) = <f1(t, w(t)) + Efzz(t’ W(t))) dt + fo (6, W(t)) aw (¢)

Ejemplo : MBG. Sean u,0 > 0,

0.2
f(t, X) = exp <(‘u — 7) t+o X) = elat+ux)

fi=af; f,=o0f; f22=02f

si X(t) = f(t, W(t)), entonces X(0) =1,

39
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t t

X(uw)du + O'J X(w)dw (u)
0

X(t):1+uj

0

en forma diferencial :

dX(t) = p X(t)dt + o X(O)dW (t)

Procesos de 1to.

Un proceso de Itd satisface,para 0 <t <T
X(8) = Xo + [, bWdu + [ o(w)dW (u) cs.
dX(t) = b(t)dt + o (t)dW (t)

donde X, esunav.a.y b(t), o(t) son procesos adaptados a la filtracion
browniana, tales que

(i) E[1Xo]] < o0

i f, [1b@] + llo@)l?] < o

Covariacion y variacion cuadrética. Si X(t) es un proceso de It6, entonces
t

(X)) = f of(wdu; d(X)@) =o?(t)dt

0

Demostracion completa : Steele 8.6, pp 129-130.

Si tenemos otro proceso de Itd, digamos,
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dY (t) = a(t)dt + E(t)dW (b)

entonces

X, Y1(D) = f o ()E(s)ds
0

Demostracion en Klebaner, pp 101-103.

Notacion : d[X,Y](t) = dX(t)dY (t)

La caja estocastica :

dt dw
d 0 0
dw 0 dt

Asi: dX(t)dY(t) = o(t)é(t)dt.

(*) Integracion con respecto a un proceso de It :
Si X(t) esun proceso admisible, Y(t) un proceso de Itd, con
dY (t) = a(t)dt + {(t)dW (t),

entonces

b b b
f X(0)dY (£) = j X(Da(t)dt + f X(OEE) AW (£)

a
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Motivacién para el caso general de la férmula de It6.

Sean X, Y procesos de It6, y escribamos

Z(t) = f(t, X(6),Y(¥)) = f(P(t)

Entonces

dZ(t) =

fi(P®)dt + f£,(P(©)dX (t) + fs(P())dY (t) +
1
+§{fzz(P(t))d<X)(t) + 2f53(P(0))d[X, Y](0)

+f33(P(£))d(Y)(£) }

Ejemplo: f = f(x,y) =xy. SiZ(t) = X(t)Y(t),

dZ(t) = X(t)dY(t) + Y(t)dX(t) + d[X,Y](t),

0 bien en forma integral

X@®YR) —X(©$)Y(s) =

t t t
JX(u)dY(u) +f Y(u)dX(u) +j d[X,Y](u)
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Esta puede interpretarse como la formula de integracion por partes :

f X(u)dy () =X(u)Y(u)|§— f Y (u)dX ()

S S

- f "dIX Y1)

Consideremos el caso X(t) =W(t), Y(t) =t. Aqui d[X,Y](u) =0.
Obtenemos

ftW(u)du =tW(t) — ftu dW (u)
0 0

Esta sencilla integral es muy Util. Mediante ella probaremos que W (t)3 —
3tW (t) es martingala.

Apliquemos la primera version del lema de It6 a la funcion f(x) = x3.
Tenemos que

we?=fw@)=3 ftW(u)Z dw (u) + BftW(u) du
0 0

t

=3 ftW(u)Z dw(u) + 3[t W(t) — j udW (u)]
0 0

de donde

W) =3tW(t) = jt[BW(u)z — u]dW (u)
0

y esta Ultima es martingala por ser una integral estocastica.
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Lema de It0, el caso general. Sean X, (t), ..., X, (t) procesos de Itd dados por
m
AX(0) = Ot + ) oudW (0
donde los brownianos son independientes, i.e.,

W = (Wll ey Wm)

es un browniano m — dimensional. Escribimos

=y, o, tin); 0= [0o4]

Al primero se le llama vector de los coeficientes de deriva (‘drift’) y a la
segunda, matriz de los coeficientes de difusion. Escribamos

dX(t) = u(t)dt + o(t)dw
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Teorema (Formula general de Itd) : bajo las condiciones anteriores, si
f:[0,0) x R®* > R es de clase C1?, entonces Y(t) = f(t,X(t)) tiene
diferencial estocéstica

9 n 9
dy (t) = a—{(t,X(t)) 4 zlzla—i(t,X(t)) dX,(t)

#2570 2L (6 X(©)dIX, X/1(0)

i,j=1 6xiaxj

0 bien,

1
df(t,X(t)) = frdt + fxdX + EfXX d(X)(t)

donde d(X)(t) = [d[X;, X;]1(0)]

i,j=1,..n
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Ecuaciones diferenciales estocasticas.

Teorema de Picard (existencia y unicidad) : si f: R x R"™ — R" es continua
y Lipschitz en la segunda variable, entonces el problema

x(t) = f(t,x(0)), x(0) =x, € R™
tiene solucion unica local.

Esbozo de demostracion: se considera el mapeo T: X — X definido por

t
(Tx)(t) = x, +] f(s,x(s))ds
0

en un espacio de funciones adecuado X. Se prueba que T es una contracciony
por el principio de contracciones o Teorema de punto fijo de Banach, se
concluye.

El caso estocastico puede verse como el anterior con perturbaciones
aleatorias

X@®) =f(6X®)+ gt X©)E®).

Aqui &(t) representa un ruido blanco. En forma diferencial

dx(t) = f(6,X(®))dt + g(t, X())dW (¢)
e integral
X(t) =X, + fotf(s,X(s))ds + fotg(s,X(s))dW(s)

donde X, es unav.a.y W un browniano m — dimensional.
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Def : Sea (Q,F, (Fo)¢eqory, P) un espacio de probabilidad filtrado por el

browniano W. Una solucion fuerte a la EDE es un proceso x(t) € R™,
definido para t € [0, T] que satisface lo siguiente :

1) es adaptado a la filtracion browniana;
i)  las dos integrales estan bien definidas;

iii)  laigualdad se satisface c.s. vVt € [0, T].

Observacién muy importante : la solucién es global, no solo local como en
Picard.

Observacion : se tiene el concepto de solucion débil, que a grandes rasgos
significa que se tienen dados los coeficientes, como funciones deterministicas

en [0,T] x R™, y se encuentran un espacio de probabilidad y un browniano
ad hoc en los que la solucién tiene sentido. Ver Steele (2001).

Teorema (It6, 1952) : Sea X, unav.a.en R™ independiente de la o- algebra
generada por un browniano m — dimensional W y tal que E[|X|?] < oo.

Supongamos f:[0,T] X R®™ - R™, g:[0,T] Xx R®™ - R™"™ son medibles y
satisfacen

If @0l + llg@ 0l = €1+ [x])

If (%) = fF&. I+ 1lgt, %) — gyl < Dlx -yl

para ciertas constantes C,D>0; t € [0,T]; x,y € R".
Entonces, la EDE

dx(t) = f(£,X(®))dt + g(t, X(@®))aw (t); X(0) = X,
tiene una Unica solucion (fuerte) en [0, T], adaptada y tal que

E[fOT|X(t)|2dt] < oo,
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ATENCION : revisar el enunciado de este teorema en Mikosch, hay un
error alli.

Ejemplo 1: La condicidén de crecimiento lineal es necesaria para evitar
explosiones, p ej X'(t) = X(t)?, X(0) =1 tiene solucién Unica X(t) =
(1—t)"1 en 0 <t <1 yno puede extenderse.

Ejemplo 2 : X'(t) = 3X(t)%/3, X(0) = 0 tiene dos soluciones : X;(t) = t3,
parat > 0, X,(t) = 0,para t < 0. Y por otra parte X,(t) = 0.

Ejemplo 3: MBG. dX(t) = u X(t)dt + aX(t)dW (t).

Busquemos una solucion X (t) > 0. Sea Z(t) = logX(t).

(¢ Por qué puedo suponer esto?)

Entonces, por el lema de It0,
2

dZ(t) = <ﬂ — %) dt + 0 dW(t); Z(0) = logX,

2

Z(t) = logX, + (u —%)t + o W(t)

luego,
2

g
X(t) = expZ(t) = Xoe(“_T)HUW(t)

Ejemplo 4 : Ornstein-Uhlenbeck.

dX(t) = aX(t)dt + odW (t)

Sea Y(t) = e *X(t), Y, = X,. Por el lema de It0
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dY (t) = oe " *dW (t)

Luego,
t

Y(t) =X, + af e~ *dW (s)
0

t
X() =e*X, + af e~ %G=OdW (s)
0

Pregunta : ¢se puede resolver explicitamente la integral estocéstica?

EDE lineales (EDEL). (Arnold, 1974).

dx(t) = (A®X@) + a(t))dt +

m

> BiOX(®) + bi(D)dAWi(©)

i=1
A; B4,...,B, son nxn; a; by,...,b,, € R"; W es m— dimensional.

Def . : Homogéneasii a; by, ..., b,, = 0.
Lineal en sentido restringido : sii By, ...,B,, = 0.

Maés aun, las EDEL en sentido restringido admiten solucion explicita usando
matrices fundamentales, como en el caso deterministico.

TEU : hay solucidn Unica bajo la hipotesis de que
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A; By, ...,By; a; by, ..., by
son medibles y acotadas en [0, T]. Si lo anterior se cumple para todo T >0,

entonces hay solucion en todo [0, ).

El caso autonomo : A es constante, la matriz fundamental es ®(t) = e4t =
A"

Yo=Y lasolucion a
dX(t) = (AX(®) + a(t))dt + B(t)dW (t)
es
X(t) = etX,

t t
+J e4t=)q(s)ds +j eAt=)B(s)dW (s)
0 0

Ejercicio : verificarlo con la formula de It.

Problema abierto : ¢Bajo qué condiciones se pueden obtener soluciones
explicitas en el caso no restringido?
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Apéndice (opcional) : Representacion de Feynman — Kac.
Notacion. Dada una EDE en R"
dX(®) = pu(t, X(©)dt + o(t, X (£))dW (t)

definimos

n n 2
) N
B X - 1‘ul Oxl- 2 (O-O- )U axlaxj
i=

i,j=1

se le llama : generador infinitesimal, operador infinitesimal asociado,
operador de Dynkin, operador de Ito, operador ‘backward’ de Kolmogorov.

Observacion : Dom(A) o C?(R™).
Ejemplo: para la EDE del MBG, dX (t) = uX(t)dt + o X(t)dW (t)

a4 = 6+02 262
X_anx 2xax2

Ejercicio : escribir el generador para el sistema SMK.

Proposicion: Si  X(t) satisface la EDE de arriba, y F € C2([0, ) X
R™; R™), entonces Y (t) = F(t,X(t)) satisface la EDE

dy (t) = (Fe(t,X(8)) + AF(t, X(t)))dt
+ (FX(t,X(t))) a(t, X(£))dW (t)

Dem.: lema de It0.

Teorema de representacion de Feynman — Kac, 1:
Supongamos que se cumple los siguiente.

a) F(t,x) essolucion de

2
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F(T,x) = ®(x)

donde &®(x)es continua, u(t, x), a(t, x) satisfacen las condiciones del TEU
de EDE;

b) el proceso X (t) esta definido por
dX(s) = ,u(s,X(s))ds + a(s,X(s))dW(s)
para 0 <s<t<T, ysecumple X(t) = x;
c) el proceso G(s) = a(s,X(s))Fx(s,X(s)) esadaptadoy cumple
fTE[a(s)Z]ds <o
0
entonces, para0 <t < T; x € Rse satisface la representacion
F(t,x) = E[®(X(T))|X () = x] = E¥*[®(X(T))].

Prueba: La EDP correspondiente es

F,4+AF =0

Apliquemos el lema de Itd a F(s,X(s)) :
T
F(T,X(T)) - F(t,X(®)) = f (F, + AF)(s)ds
t

+ [ o (s, X(5))Fx (s, X (s))dW (s),

la integral de Lebesgue tiene integrando nulo. Tomamos E“* y la int.
Estocastica se anula. Luego,

EY*[F(T,X(T))] — E¥*[F(t, X(©))] = 0,
pero EY*[F(t,X(0))] = F(t, %), y

EY*[F(T,X(T))] = E¥*[®(X(T))].
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2
Ejemplo : Si F, +%FXX =0 con o =cte. y
F(T,x) = x?%, entonces dX(s) = o dW(s); y
X(t) = x, cuya solucion es

X(T)=x+oW(T)—-W(t))~N(x,aVT — t),

F(t,x) = EX*[X(T)?] = 0(T — t) + x?
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Sabado 4.

A. Dinamica de mercados financieros. El modelo de
Samuelson, Merton & Karatzas (SMK).

B. El modelo original de Black Scholes.

A. Consideremos un mercado con n activos cuyos precios estan
modelados por MBG generalizados. Esto es, sus procesos de precios
S1(t), ..., S, (t) estan gobernados por el sistema de EDE

45, (8) = S, Ol O dt + ) a1, (AW, ©)]
j=1

m

ASy(®) = Sa(O[n (Dt + ) 03 (AW (2)]
j=1
Aqui, n = nuamero de activos ~ “tamario del mercado’; y
m = numero de ‘‘fuentes de incertidumbre”
Comentario : es un modelo muy general. Si se quiere que los precios sean
estrictamente positivos y los procesos que los representan sean semi —

martingalas, entonces necesariamente tienen la forma de arriba (ver Shreve
(2004), vol I1).

Comentario : el modelo de Bachelier para el proceso de precios :

St)=b+aW(t)
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Comentario : otros modelos (a tiempo discreto, procesos de Levy, MBH,
rezagos y adelantos).

Metateorema de Bjork : el mercado SMK es, genéricamente

() sin arbitraje & m=>n
(i) completo S n=>m
(iii) completo y sin arbitraje & n=m

Fijemos de ahora en adelante, una ‘base estocastica’ o ‘espacio de

probabilidad filtrado’
(Q) :F: (:Ft)t e[0,T] P)

donde F; representa el acervo informacional hasta el instante t. Usualmente
la filtracion es la generada por un MB de dimension m.

Hipdtesis técnicas del modelo SMK

Los coeficientes son progresivamente medibles y satisfacen :

o Il + lo@IPlde <o (4

donde

= (g, e, fh); 0 = [04]

Ver Tudor (1997) o Karatzas (1997).
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Definicion : un portafolio es un proceso adaptado g:[0,T] - R™ cuyas
componentes son las cantidades de activos Ay, ...,A, del mercado en
consideracion.

Comentario : para consideraciones técnicas mas precisas, ver Karatzas
(1997), 6 Karatzas & Shreve (1998).

Definicion : El valor del portafolio es
VO©® = ) a®Si(®) = (a(®),5©)
i=1

Ejemplos.

1) Portafolios de inversion : 20 entradas con digamos, oro, divisas,
treasuries, CETES, acciones Apple, acciones Telmex, etc. Los de
bancos centrales pueden tener varias decenas de componentes.

2) Black Scholes : q(t) = (a(t),b(t)) donde a(t) es la cantidad de

activo riesgoso y b(t) la cantidad de bono o activo no riesgoso.
Tenemos

V@) (@) = a@®)S@) + b(t)B(¢)
donde S(t) esun MBG,y dB(t) = rB(t)dt,conr
la tasa libre de riesgo (CETES o ‘Treasury bills’).

Hipotesis de riqueza positiva : paracada t € [0,T]
(Vg)(t) =0, c.s.

Comentario : Ventas al descubierto 6 en corto (‘short sales’).
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Definicidn : un portafolio es admisible o auto-financiable sii

d(V)(t) = Xiz q:(©)dSi(t) = (q (1), dS(D)), i.e.

n n
1
> siOdai® +5 ) d[sa;]@©) =0
i=1 ij=1
Comentario : interpretacion.

Definicion : Un portafolio de arbitraje es un portafolio q(t) que satisface lo
siguiente : existe t € (0,T] tal que

(i) P[(Vg)(0) = 0] =1
(1) PI(Vg)(r) 2 0] =1

(iii) P[(Vg)(t) >0] >0

Si en lugar de (iii) se cumple

(ii)*  P[(Vg)(x) > 0] = 1

a ese portafolio se le llama arbitraje fuerte.

Comentario : varias definiciones de arbitraje (NFLVR).
En estas notas sélo utilizaremos la definicion de arriba.

Definicion : un mercado es viable o libre de arbitraje sii no existen
portafolios de arbitraje. Lo denotamos como NA.
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Definicién : una medida martingala equivalente (MME) es una medida de
probabilidad Q en (£, F) tal que Q~P, y el proceso de precios descontado
resulta ser una Q — martingala, i.e.,

ECle"T-Os@)|F,] =Sw), cs. (W<t
Comentario : factores de descuento generalizados.

Definicion : el mercado es completo si y solo si para cualquier funcion borel
medible & en R™, existe un portafolio replicante, i.e., un portafolio auto-
financiable g tal que

d(S(T)) = (Vq)(T)

Ejemplo 1: para el modelo binomial a un periodo se cumple:
NA & completez & d<(1+r)<u

No Arbitraje fuerte & d<(1+r)<u

Ejemplo 2 : el mercado BS (activo, bono) es completo.

Demostracion : esbozo en Bjork (2005), pp; caso general y demostracion
rigurosa en Karatzas (1997) y Williams (2006). En estas ultimas referencias
se encuentra la prueba del siguiente :

Criterio de Karatzas & Shreve : el mercado SMK, bajo la hipotesis (*) es
completosiysélosin =m, y

o(t) esinvertiblec.s. vt € [0,T]
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Teoremas auxiliares importantes en finanzas matematicas y aplicaciones al
modelo de Black Scholes.

El Teorema de Girsanov, dimension uno. Sea W (t) un browniano en un

espacio de probabilidad filtrado (Q, F,{F;}efor, P), Y ©(t) un proceso
adaptado. Definase

Z(t) = exp {— JtG)(s) dW (s) — %Jté)(s)z ds}
0

0

y supongamos que se cumple

E| [} 0(s)? Z(s)?ds| < o,

Definimos Z = Z(T) y
Q) =, zdP  (AEF)
we®) =w( + [, 0wdu.

Entonces, E[Z]=1; @ es una medida de probabilidad en (Q,F)
equivalente a P,y W2(¢t) es un movimiento browniano con respecto a Q.

Ver demostracion en Oksendal (2005).

Comentario : Teoria de Cameron — Martin — Girsanov.

Aplicacion al mercado de Black Scholes :
dB(t) = rB(t)dt;
dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW (t).

Ejercicio : Si f(t) es deterministica y C1, y el proceso X(¢t) tiene diferencial
estocastica dX (t), entonces
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d(fOX®) = X@Of'@®)dt + f()dX ()
Aplicando lo anterior,

d(e tS()) = —re " S(t)dt + et dS(¢)
= (u—71)e S (t)dt + e TS (t)dW (t)

= 0e"tS(6) |5 dt + dw (1) |

u-r
p

Def: el precio del dividendo es ©(t) =

Ahora aplicamos el T. De Girsanov, cuyas hipotesis se cumplen obviamente
para ©(t). Entonces Q~P,

W) = =t +W(),
es un movimiento browniano c.ra Q. Tenemos
awe(t) = %dt +dW (t),

entonces
d(e™S(t)) = ae "t S()dW (),
e "t S(t) = S(0) + [, oe TS (w)dW O ().

Asi, el proceso de precios descontado es una Q - martingala. Ademas, con
respectoa Q,
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dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW (t)
= uS()dt + aS(t)[- %dt +dwe()],

i.e., el “milagro de BS” ocurre :
dS(t) = rS(t)dt + aS(t)dW(¢),

en vez de que la dinamica del precio dependa del retorno que representa al
activo riesgoso, es decir u, con respecto a al nueva medida Q, depende del
coefiente que representa al activo no riesgoso, i.e., la tasa libre de riesgo r.

Teorema de Representacion de Martingalas. Sea W (t) un browniano en un
espacio de probabilidad filtrado (Q, F,{F;}¢cor), P). Entonces, dada una

una {F}re[o,r] - martingala M (t), existe un proceso adaptado I'(t) en [0,T]
tal que

M(t) = M(0) + [, T(s) dW(s).

Ver demostracién en Oksendal (2005).

Comentario : Teoremas de representacion. Breve comentario histérico de este
teorema.

Aplicacion a BS.

Sea @7 unav.a. Fr — medible. Por ejemplo, ¢, = (S(T) — K)*, el perfil de

pago para una opcion de compra europea. Considerese la funcion de
valuacion

¢(6) = E?[eT T O |F],
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y sea M(t) = e "t¢(t). Entonces M(t) es Q- martingala, puessi 0 <
s<t<T,

E°[M(t)|F] = E°[EC[e™ o7 |F]IF]

=E°%[e T or|F] = M(s).

Sobre el modelo y la formula de Black Scholes

A. Esta formula fue establecida por Fisher Black y Myron Scholes (Black &
Scholes, 1973), en colaboracién parcial con Robert C. Merton. A los tres se
les considera como los iniciadores de las finanzas matematicas en su época
reciente. Black murio en 1995. A Merton y Scholes se les otorgd el premio
nobel de economia 1997, por sus contribuciones relacionadas con la
derivacion y uso de la formula.

La formula responde a una pregunta milenaria : ¢como debe valuarse una
opcion de compra? Este intrumento financiero se ha comercializado desde
hace mucho en diversos mercados. Aparecen referencias a las opciones (y/o
instrumentos muy similares) en el codigo de Hammurabi y en el antiguo
testamento. Sin embargo el mercadeo de las mismas se hacia sin una “base
racional” hasta 1973, pues nadie conocia una formula universalmente
aceptada para calcular el precio de las opciones.

A partir de la introduccion de la férmula de BS y de la apertura y
ampliaciones de los mercados de opciones (especialmente el CBOE, fundado
el mismo afio de 1973), la consideracion de diversos aspectos relacionados
con los derivados financieros (no solo opciones sino también futuros, swaps,
quantos, y una verdadera jungla de diversas opciones ‘exoticas’) ha jugado
un papel de primera importancia en los mercados financieros, y el papel
central en finanzas matematicas. Esta activa area matematica, muy
desarrollada a lo largo de los Gltimos cuarenta afios, tiene como referencia
principal, como ‘benchmark’ al modelo y la formula de BS. Casi todos los
desarrollos posteriores son perfeccionamientos, generalizaciones o criticas a
ellos. De manera que el modelo de BS es el modelo mateméatico mas
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importante de las finanzas, y uno de los mas importantes de la economia y las
matematicas aplicadas.

Un dato curioso : la férmula de BS es el unico resultado conocido de
matematicas aplicadas que tiene una cantidad considerable de
demostraciones diferentes (alrededor de 10). Algunos autores consideran que
es la formula mas usada de la historia, pues se ha utilizado, a lo largo de 40
anos, en millones y millones de operaciones financieras, ya sea directa o
indirectamente o al menos como referencia parcial.

B. Opciones financieras. Una opcion de compra europea (‘european call’) es
un contrato entre dos partes, A (quien vende o escribe la opcion) y B (quien
compra la opcion), tal que le da a B el derecho, pero no la obligacion, de
comprarle a A un cierto activo (‘asset’), por una cierta cantidad de dinero
prefijada (que se denomina precio de ejercicio, en inglés ‘exercise price’ o
‘strike’) y en una fecha determinada (tiempo de maduracion o vencimiento, en
inglés ‘maturity’).

Denotemos al tiempo presente por t =0, al precio actual del activo (o
activo subyacente) por s, al precio de ejercicio por K, y a la fecha de
vencimiento por T. De manera que la opcion vive en el intervalo [0,T) vy
madura en el tiempo T. El precio de la opcion se denota por ¢ = c(t), para
0 <t <T.Como veremos enseguida, c(T) es conocido, y el problema es
encontrar c(0), y mas en general c(t) para cualquier t.

Ejemplo. Una opcion de compra europea escrita sobre acciones de Telmex.
Da al comprador el derecho de adquirir un paquete de 100 acciones por
20,000 pesos en julio de 2014. Aqui, s =150 x 100 = 15,000, mientras
que K = 20,000,y T = 6 meses. La tasa libre de riesgo puede tomarse como
la tasa de los CETES, r = 4.1%. EIl valor historico de la volatilidad de las
acciones principales de Telmex es ¢ = 12%.

S(0) = 15,000 ; K=20,000; T =6 meses

A B

Escribe, vende la opcion Compra la opcion
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Tiene la obligacion de vender Tiene el derecho, pero no la
S(T)en T por K$si B ejerce obligacion, de comprar S(T)
en T por $K

Recibe la prima c(0) por el riesgo Paga la prima c(0)
que corre.

El problema :

iic(0) =77

Mas en general, ¢cuantovale c(t), t <T?

El perfil de pago (‘pay-off”) de una opcion de compra europea esta dado por

¢(T) = (S(T) — K)* = max{S(T) — K, 0},

donde S(T) es el precio que tendra el subyacente cuando t =T.
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c(T)

45

De manera que al comprador de la opcion (B) le conviene ejercer la opcion si
S(T) > K, pues en ese caso compra el subyacente por K, lo vende en el
mercado por S(T), y se gana la diferencia S(T) — K. En caso de que
S(T) < K, entonces el comprador (B) no ejerce la opcion.

Obviamente este contrato es asimétrico en cuanto al riesgo. A puede ganar
una cantidad no acotada de antemano y B puede perder la misma cantidad.
Por ello, para que el contrato sea justo, B tiene que pagar una cierta cantidad
por la opcion, que se llama precio o prima, y es lo que hemos denotado con
c(0). De manera que el perfil de pago de la opcidn, desde el punto de vista de
B, es el de la figura de arriba, pero desplazada verticalmente hacia abajo en
¢(0) unidades.

C. El modelo de Black Scholes. El objetivo es valuar la opcion, es decir
encontrar un valor “justo” para c(0). Se asumen las siguientes hipotesis :



1)

2)

3)

4)
5)
6)

7)
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El precio del subyacente s(t) evoluciona de acuerdo a la dinamica
estocastica de un MBG :

dS(t) =uSt)dt + o S(t)dW (t)

En particular el rendimiento y la volatilidad del subyacente son
constantes conocidas.

El mercado BS consta del subyacente (mercado de capitales) y del
mercado de dinero representado por un bono cuya dindmica

dB(t) = rB(t)dt

donde r es latasa libre de riesgo o neutral al riesgo,y r < u.

El subyacente y el bono se pueden mercadear continua vy
divisiblemente, es decir, en cualquier instante del intervalo 0 <t <T
y en cualesquiera cantidades reales.

El subyacente no paga dividendos.

La tasa de interés libre de riesgo es conocida y fija.

No hay costos de transaccion ni impuestos.

En el mercado BS no hay arbitraje.

Con base en estas hipotesis y utilizando un poco de calculo estocastico,
incluidas la aplicacion de los Teoremas de Girsanov y de representacion de
martingalas, se deduce la formula de BS, mediante el ‘método de la
martingala’. Lo haremos un poco después.

Sin embargo, la primera prueba de la formula, la que aparece en el articulo
B&S de 1973 utiliza un enfoque diferente : mediante la hipétesis de no
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arbitraje y la formula de 1t6 se deduce una EDP que debe ser satisfecha por
la funcion C(t,s), es decir, el precio o prima de la opcion como funcién del
tiempo y del valor actual del subyacente, i.e., s = S(t). La EDP de BSes

ac ac | o? ,0%C
—+rs—+—-—s5"—
ot + ds + 2 ds?

—rC =0;

c(T,S(T)) = (S(T) — K)*
La solucidon de esta EDP con la condicién de frontera es precisamente la
formula de BS que deduciremos méas adelante, por un método completamente
diferente, el ‘método de la martingala’.

Comentario sobre las hipotesis. Como en cualquier modelo, las hipotesis
siempre tienen ventajas y desventajas, y en caso de que haya razones para
ello, pueden ser sustituidas por otras mas apropiadas (de acuerdo a ciertos
criterios) y desarrollar el modelo correspondiente a las nuevas hipotesis.

En el caso del modelo BS, todas las hipotesis pueden mejorarse, pero ninguna
ha sido tan criticada como la primera. Se han hecho grandes esfuerzos por
sustituir la hipotesis de que el precio del subyacente sigue un MBG.

Se han considerado coeficientes (u, o) deterministicos pero variantes con el
tiempo, 06 estocasticos, e incluso se han introducido otros procesos realmente
diferentes para modelar el precio, como el modelo hiperbolico de Levy.

Con tales extensiones del modelo se han obtenido avances importantes, tanto
tedricos como en lo que respecta al principio de verificacion cientifica, es
decir, el cotejar los resultados del modelo con los datos de los mercados (algo
completamente ignorado en la mayor parte de la teoria econdémica). Sin
embargo, en no pocas ocasiones el modelo original de BS arroja resultados
similares en calidad y cantidad a los de modelos mas sofisticados y es mucho
mas facil de utilizar.

En resumen, el modelo de BS se ha convertido en un ‘benchmark’, en la
referencia central de toda la subarea de derivados financieros.

Consideraciones generales sobre la féormula y su impacto global pueden
encontrarse en Stewart (2012).
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Domingo 5.

A. La férmula de Black Scholes.

B. Los dos Teoremas Fundamentales de Finanzas (o de
Valuacion de activos).

A. En lo que sigue completaremos la valuacion de una opcién de compra
europea. EI método utilizado (método de la martingala) tiene aplicaciones y
alcances que van mucho mas alla de este caso particular.

El portafolio BS : q(t) = (a(t),b(t)) donde la primera entrada
corresponde a unidades del activo riesgoso, el cual sigue un MBG
dS(t) = uSt)dt + oS(t)dW (t); S(0) =S,

y la segunda entrada son unidades del activo no riesgoso, un bono gobernado
por

dB(t) = rB(t)dt; B(0) =1
El valor del portafolio es
V() = Vqg)(©) = a(®)S(t) + b()B(¢)

= a(t)S(t) + b(t)e™.

Definimos el valor descontado del portafolio como

Vp(t) = e "V (t) = e a(t)S(t) + b(t)

Suponemos que el portafolio es auto-financiable :
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dv(t) = a(t)dS(t) + re™b(t)dt.

Como
dVp(t) = —re "V (t) + e "t dV (t)
se obtiene
dV,(t) = e "ta(t)[dS(t) — rS(t)dt]
= ge "ta(t)S(t)dW9(t)
0 sea

Vo (t) = Vp(0) + [, oe ™ a()S(w)dW (w).

Entonces, el proceso del valor del portafolio descontado es una Q —
martingala. Luego, para t < T,

etV (1) = BTV (T)IF,]

de donde obtenemos la importante formula general de valuacién para
portafolios en este mercado BS :

V(t) = EQe " T DV (T)|F¢]

Vamos a juntar ahora todas las piezas para valuar una opcion europea de
compra, escrita sobre un activo subyacente S(t) gobernado por el MBG con
parametros u,o. El precio, prima o costo de la opcion al tiempo t, con
S(t) = s lo denotaremos por C(t,s) = C(t,S(t)).

El valor terminal o de maduracion de la opcion es
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c(T,S(T)) = (S(T) —K)*.
Decimos que el portafolio q(t) = (a(t), b(t)) replica la opcion sii
V(T) = (Vg)(T) = C(T,S(T) = (S(T) = K)*.

Vimos que por el TRM, si @ = (S(T) — K)*, se tiene

EC%[e™(S(T) — K)*|F] = M(¢)

= M(0) + [, T(s) dW(s)

por otra parte
t

Vp(t) = Vp(0) +f ge Ta(uw)S(w)dWe (u)
0

De manera que el portafolio replicara a la opcién y de hecho para todo t €
[0,T] sii V(t) =C(t,S(t)) Yy esto ultimo se cumple pues V,(0) = M(0), vy
si igualamos los dos integrandos en las integrales de arriba :

I'u) = ce ™ a(u)S(u),

o bien

e™T(t)

=~ <t<T.
oS((t)’ O=ts=

a(t)

Bajo estas circunstancias obtenemos que

C(t) = e T OEC[(S(T) —K)*|F:] ()
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Comentario : obsérvese que setamos obteniendo el ‘peso’ del portafolio
correspondiente al activo. Se puede obtener el peso correspondiente al bono
usando el lema de It6.

Ejercicio : obtener el otro peso.

Comentario : abusos de notacion :

C() =C(ts)=C(t,S()) =C(t,1,K,s,0) etc.

Resta evaluar esta esperanza condicional en (*). Para ello se necesita solo
un poco de teoria de probabilidad y calcular algunas integrales complicadas,
las cuales todas se reducen a utilizar la integral de Louiville :

I=f e dx =

[ Prueba :
1=V = (U7, e (7, e dy)

- \/f_oooo f_oooo e_(x2+y2) dxdy

=\/f02nf0°°e‘rz rdrdg = vJr .

Para los detalles, ver el apéndice de abajo. El resultado final es

C(t) = sN(dy) — Ke T°N(d,)

la muy célebre formula de Black Scholes, alias “la formula mds usada en la
historia”.
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En Stewart (2012), en el ultimo capitulo, vienen consideraciones interesantes
acerca de la formula y del uso de la matematica en finanzas en general.

Comentario : la herramienta para esta prueba, conocida como ‘método de la
martingala’ empezo a gestarse en el periodo 1979 — 1981 en los trabajos

seminales de Harrison, Kreps & Pliska (ver Harrison & Kreps (1979);
Harrison & Pliska (1981)).

(*) Apéndice : calculo detallado de la esperanza condicional.
Seguiremos muy de cerca Shreve (2004) vol. Il. Tenemos que
C(t,s) = e TT=DEC[(S(T) — K)*|F,]

para t € [0,T], y S(t) = s. Entonces,

2

S(t) = S(0) exp Kr _ %) £+ GWQ(t)],

de donde
o2
S(T) = 5(0) exp Kr — 7) T+ oW@ (T)]
o2
= S(t) exp {(r — 7) (T—-1)
+a(We(T) —We(t)y
Luego,

S(T) = S(t) exp [(r —%Z)T —oVT Y],
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con t=T—t,ydonde
Y =-WT) - Wwe(t)/vT ~ N(O,1).

Entonces, para cualquier t €[0,T], la v.a. S(T) es el producto de la
variable aleatoria S(t), la cual es F;- medible, con la va. ¢ =

exp [(r — %2) T— 0oVt Y], la cual es independiente de F, pues (WQ(T) —
WQ(t)) esindependiente de W2 (¢).

Por lo anterior, la esperanza condicionada a F; es una esperanza usual con
respectoa Q :

C(t,s) = e~ " EQ[(S(t)¢ — K)*].

Lema (Th. 1.5.1, Shreve (2004) vol 1) : Sea Y una v.a. en (Q,F, P) con fdp
continua f(y),y g:R — R continua y no negativa. Entonces

Elg(V)] = f_ Zg(y)f (v)dy
Aplicamos esto a lav.a. Y, para la cual

Fo) = (=) exp (-2,
Luego C(t) =

(2) 12,07 (S0~ K)* exp (~2) dy =

S
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El integrando es diferente de cero ( positivo) sii

y<dy = (log (%) + <r —?)) T

por loque C(t) =

(v%) f_‘i:e_” (5 exp K?‘ - O;)‘L' — oVt Y] — K) .
(-2
:(%) f_djos exp [—(yZ/Z) - %ZT — oVt Y] exp (— yz—z) dy
- (%) _d; e " K exp[—(y?/2)] exp (— 3’2—2) dy

= (\/%) j_‘z exp [—(%)(y + 0\/?)2] dy — Ke 'N(dy)

y haciendo u = y + o7, du = dy en laintegral :

C(t) = (\/%_n) f::wﬁexp (—?) du — Ke ™ °N(d,)

aqui

1 (" t?
N(u) = (E)f_ exp <—?> dt.
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Escribiendo d; = d, + ovT =

(102(2) + (+2)) =

obtenemos finalmente

C(t) =sN(dy) —Ke™ "*N(d,)

APENDICE : COMPLEMENTOS SOBRE BS
La formula de BS, dada por
f(r,K,t,5,0) =sN(d;) — Ke "*N(d,)

es una funcion
fiR3: = Ry,

donde R,, = {x € R:x > 0}. Resulta que f es una funcién real — analitica
de cinco variables, definida en el primer ortante de R3 .

UNIDADES. Este es un tema que todos los economistas y la mayoria de los
financieros ignoran olimpicamente. Sin embargo, en varios sentidos
importantes es una de las bases de la ciencia e ingenierias, y algo se puede
hacer en finanzas. Veamos.

Claramente, tanto s como K tienen unidades de dinero, digamos ddlares. Asi

log () es a — dimensional. El tiempo se mide en cualesquiera unidades de
K

tiempo. En finanzas son dias, meses 0 afios. Por otra parte, las tasas de interes
tienen unidades 1/ tiempo, ya que :
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A - ety
Como

r2(At)?
GRS

rAt _
e =14+rAt+ 1

y éste debe ser a — dimensional, la Unica denominacion conveniente es : rAt

. . . . . 1 .
sin dimensiones, i.e. dim(r) = TmaD Lo anterior fuerza a que ot y ot

sean también a — dimensionales y por
ello,

dim(o) = 1/dimv/t.

. .\ , —1 1
Asi, la volatilidad estd dada en Vdia ,+afios , etc.

LIMITES. Los siguientes limites son elementales (en alguno de ellos se
ocupa la regla de L’Hopital) y tienen interpretacion financiera :

1) lims_,oCc=00; limg,,c =0.

i)  limg_c =0; limg_oc =s.

) limgyeCc =s; limsoc =s—Ke™ ",

iv) lim,_,.C =Ss; lim,_oc = sN(dy|;=¢) —Ke "*N(d;|=0).
V) "liM;sc =5s";  limoc=(s—K)*

Ejercicio : probar los limites y hacer la interpretacion financiera.
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Problema abierto : Calcular todos los limites multivariados de la funcion de
BS, cuando dos 6 mas de las variables tienden a cero 6 a infinito. Por
ejemplo :

limg_,o k50 oowf (K, T,5,0) =777

DERIVADAS o ‘greeks’. Las derivadas de méas abajo se calculan con la
ayuda del siguiente :

Lema. sN'(dy) = Ke "' N'(d,).
Aqui N’ es la derivada de la normal acumulativa.
Ejercicio : demostrarlo.

Con ayuda del lema se obtienen facilmente los ‘greeks’, que también dejamos
como ejercicio elemental.

1) Rho: @=15=Kte "'N(d,)
2 ¢ — _e~TN(d
) k- € (d3)
d ’ _
3) Theta: © === —[%N (dy) + rKe "*N(d,)]
dc
4) Delta: A= Py N(d,)

5) Vega: v =—==syTN'(dy)
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Comentario : las cantidades anteriores tienen interpretacion financiera y se
usan bastante en diversas técnicas de ingenieria financiera. Ver por ejemplo
Hull (2005).

Volatilidad implicita, soluciones en forma cerrada y formulas aproximadas.
Todos los parametros de los que depende el valor de ¢ en la férmula de BS son
observables (medibles), excepto la volatilidad. Este es un pardmetro tan
elusivo, que en ocasiones los ‘traders’ prefieren estimar u observar los precios
de opciones en el mercado, y obtener de alli el valor de la volatilidad. A esto
le llaman “invertir la formula de BS”, y desde el punto de vista matematico
consiste en lo siguiente. Consideremos la funcion F:R¢, — R dada por

F(r,K,t,s,c;0) = f(r,K,t,5,0) — ¢

y el problema F(r,K,1,s,c;o) = 0. Se cumple que

oF of ,
%—%—SﬁN(dl):f:O

en todo su dominio de definicion. Entonces, por el TFIM, para todo

0 _ . 6
p = (TOJ Ko,TO,So, Cos O-O) € R++

tal que F(p°) = 0, existe una vecindad Uy =V X W c R}, X R, Yy una
unica funcion analitica ¢:V — W tal que para (r, K, t,s,c) €V se tiene

F(r,K,t,s,c;p(r,K,1,5,¢)) =0,
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es decir,
f(r,K,t,s,9(r,K,1,5,C)) = c, si (r,K,t,s,c) €V.
A ¢ se le llama la volatilidad implicita en la férmula de BS.

Soluciones en forma cerrada para la volatilidad implicita. No se conocen y
se conjetura que no las hay. Méas aun en muchos libros y articulos afirman
descuidadamente que ‘“es imposible obtener férmulas explicitas para la
volatilidad implicita”. El punto importante es que esta afirmacién 6 la
negacion de la misma carecen de sentido si no se especifica cuidadosamente la
familia de funciones con las cuales se quiere construir dicha férmula
explicita. Quien conozca un poco de teoria de Galois y el teorema de
imposibilidad para obtener raices de polinomios en términos de los
coeficientes entendera facilmente el punto.

Soluciones aproximadas. Para fines practicos, lo que puede hacerse, mediante

diversos procedimientos es obtener ‘formulas aproximadas’ para la volatilidad
implicita. Hay muchas de ellas en la literatura, por ejemplo la muy conocida y

muy simple :
_ |2m ¢
Oapp = |7 5

(ver Brenner & Subrahmanyam 1988). Desafortunadamente, la mayoria de
estas formulas no estiman el error que se comete al hacer la aproximacion.
Una excepcidn es la de Chargoy & Ibarra (2006) :

en donde se estima cuidadosamente la magnitud del error.



80

El problema de la sonrisa. Después de la crisis financiera de 1987 se empezé
a observar en los mercados un fenémeno curioso : contrariamente a una de las
hipétesis del modelo de BS, la volatilidad obtenida en los mercados de
opciones parecia variar al mover el precio de ejercicio. Mas aun, empezaron
a obtenerse gréaficas en forma de U o parte de una U, con la volatilidad en el
eje vertical y el strike en el horizontal. Esto motivd la denominacion de
‘sonrisa’, y el consiguiente problema de explicar por qué se generaba. La
mayoria de las propuestas consisten en cambiar el modelo de BS por un
modelo méas complejo que dé cuenta de este fendmeno. Hasta ahora continda
siendo un problema teérico y metodolégico abierto.

Volatilidad

Actualmente la alumna Liz Arleth Carrasco de la MCMAI se encuentra
terminando una tesis de maestria sobre este tema, la cual contendra mucha
informacion  sobre el problema, a varios niveles. Contacto
lizarletl8@hotmail.com
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B. Los dos Teoremas Fundamentales de Finanzas

Observacién importante : aqui nos restringiremos al contexto del modelo de
mercado SMK, y a un nivel como el de Williams (2006), pero los dos
teoremas fundamentales se han establecido en contextos mucho mas
generales. Ver Delbaen & Schachermayer (1994, 1998, 2006); Battig &
Jarrow (1999). El libro Elliot & Kopp (2005) presenta una sucesion de
versiones, con complejidad creciente, de los teoremas fundamentales

El primer teorema fundamental (PTFVA)

Recordemos, en el modelo SMK, la definicion basica.

Definicion : Un portafolio de arbitraje es un portafolio q(t) que satisface lo
siguiente : existe T € (0,T] tal que

(iv) P[(Vg)(0) =0] =1
(v) P[(Vg)(r) 2 0] =1
(vi) P[(Vg)(r) > 0] >0

Comentario : varias definiciones de arbitraje, NFLVR.

Definicién : un mercado es viable o libre de arbitraje sii no existen
portafolios de arbitraje. Lo denotamos como NA.

Definicién : una medida martingala equivalente (MME) es una medida de

probabilidad Q en (Q,F) tal que Q~P, y el proceso de precios descontado
resulta ser una Q — martingala, i.e.,

ECeT-O5(t)|F] =Sw), cs. (<o)

Comentario : factores de descuento generalizados.
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Primer Teorema Fundamental de Valuacion de Activos : un mercado es
viable si y solo si existe (al menos) una medida martingala equivalente.

Sea M la coleccion de las MME. Podemos reescribir el PTFVA como
NA & M*#0
Ejercicio: Probar la implicacion <.
La implicacion reciproca, en el caso general, requiere de una fuerte dosis de
analisis funcional y analisis estocastico y cerca de 100 paginas de

estimaciones y razonamientos delicados (Delbaen & Schachermayer 1994,
1998).

Brevisima cronologia del PTFVA :
e Harrison & Pliska (1981, 1982);
e Dybvig & Ross (1987);

e Delbaen & Schachermayer (1994, 1998).

Importancia del teorema :
e Teorica
e Valuacion

e Alcances de los modelos.

El segundo teorema fundamental (STFVA)

Definicidn : el mercado es completo si y solo si para cualquier funcion Borel
— medible @ en R", existe un portafolio replicante, i.e., un portafolio auto-
financiable g tal que
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®(S(T) = (Vq)(T)

Comentario : como escribimos en el caso del modelo de mercado a 1 periodo,
la completez del mercado representa una especie de ‘riqueza de
posibilidades’ en el mismo, de tal manera que combinando apropiadamente
los activos de que consta, puede replicarse casi cualquier comportamiento
financiero. Nétese que la familia de funciones Borel medibles es realmente
muy grande.

Por otra parte, en la practica empieza a ser usado el concepto, de manera no
muy precisa pero alrededor de la misma idea basica, relacionado con
cuestiones de liquidez, posibilidades de produccion de ciertas mercancias, etc.

El resultado basico sobre completez en este contexto matematico es el
Sequndo Teorema Fundamental de Valuacion de Activos (STFVA, Battig &

Jarrow (1999); Bjork (2005); Williams (2006)) : el mercado es completo si a
lo més hay una MME, i.e.,

Completez = #(M*) <1

Comentarios.

1. El resultado ‘redondo’ seria : el mercado es completo y libre de
arbitraje si y solo si existe una Unica medida martingala equivalente :

Completez & No arbitraje < #WM™*) =1

2. Teorema de Jacod y puntos extremos. Un resultado de J. Jacod, logra
identificar las MME con los puntos extremos de cierto subconjunto de
un espacio infinito dimensional. Esto conecta el STFVA con los
teoremas tipo Krein — Milman y Choquet de Analisis Funcional
Convexo. Ver Protter (2005).



Brevisima cronologia del STFVA :

e Ross, 1976

e Harrison & Pliska, 1981 — 1982
e Miller, 1987

e Jarrow & Battig 1999

e Jarrow & Madan 2001

84



85

Domingo 5, plus

Modelos de tasas de interés.

Introduccion. Como sefialabamos en la primera sesién, una de las grandes
subareas de las finanza mateméticas se dedica al estudio de modelos
estocasticos dinamicos para tasas de interes.

Las tasas son uno de los instrumentos mas importantes en los mercados
financieros y en los mercados en general. En particular constituye una
herramienta crucial de politica financiera y econémica para los bancos
centrales de diversos paises.

Las tasas de interés se estudiaban usualmente dentro de la teoria macro —
econdmica, y bajo una tradicion esencialmente deterministica y de modelado
muy simple. Esto dio lugar, a lo largo de décadas, a modelos y formulas muy
sencillos que tenian ciertas virtudes pero también muchos defectos. Estaban
muy lejos de poder modelar minimamente la gran complejidad real que rodea
a estos instrumentos financieros.

Una vez que en finanzas matematicas se establecio el estandar de utilizar
ecuaciones diferenciales estocasticas de Itd para modelar los precios de
activos y derivados financieros, este enfoque se llevo de manera natural a las
tasas de interés. El primer modelo de este tipo, el de Vasicek, en fecha tan
temprana como 1978, despertd un gran interés, y a partir de alli se
sucedieron muchos otros, orientados a subsanar las que se consideraban
entonces como las principales deficiencias de ese primer modelo, en
particular el hecho de que las tasas pudieran ser estrictamente negativas con
probabilidad estrictamente positiva. En 1978 esto era inconcebible.

Le siguieron modelos cada vez mas sofisticados : Hull & White; Cox,
Ingersoll & Ross; Ho & Lee; Heston; y a un nivel todavia més sofisticado, el
modelo de Heath — Jarrow — Morton, que muchos consideran mas como un
marco de referencia muy general, y cuya naturaleza matematica es infinito —
dimensional.

La blsqueda, muy recientemente, de una teoria mas comprehensiva para
enmarcar y generalizar estos modelos de tasas de interés, involucra las ideas
y las herramientas matematicas desarrolladas por investigadores muy
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destacados, en especial T. Bjork, D. Filipovic, J. Teichmann, D. Carmona, y
varios otros. EI marco matematico que se ha desarrollado en los ultimos afios
es muy impresionante, bastante dificil e involucra fuertes dosis de analisis
infinito — dimensional, asi como ideas y herramientas de geometria
diferencial, teoria matematica del control y ‘calculo conveniente .

Ademés de la mayor dificultad intrinseca del tema, hay una situacion crucial :
no se tiene un ‘benchmark’ universalmente aceptado como el caso del
modelo de Black Scholes en el area de derivados financieros. Simplemente,
no hay criterios, claros, definitivos, para decidir, dados dos 6 mas modelos,
cual es mejor. Al final haremos una propuesta tentativa en esta direccion.

DERIVADOS
FINANCIEROS

Modelos
tasas de

interés
CENTRO :
MODELO

Black Scholes

Vasicek
Cox Ingersoll Ross
Heston

Hull & White

Heath Jarrow Morton

NO HAY
CENTRO

FUTUROS
OPCIONES
SWAPS

Referencias :

Bjork (2005); D. Filipovic (2009); Carmona & Tehranchi (2006).
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A continuacién presentamos muy brevemente las definiciones bésicas, asi
como algunos de los modelos mas importantes. Al final hacemos una
propuesta de investigacion, dirigida a clasificar la ‘bondad’ de los diferentes
modelos.

Definiciones basicas.

Seguiremos muy de cerca los libros de Bjork y de Filipovic.

Las dindmicas de las tasas de interés son equivalentes a los movimientos
financieros del mercado de bonos. Un bono con cero cupones que paga 1 $ al

tiempo de madurez, T, tiene un precio p(t,T) para cada t <T. Las
hipdtesis basicas sobre este mercado son las siguientes :

e Paracada T >0 existe un mercado sin fricciones de T — bonos.

e p(I'T)=1

e p(t,T) esdiferenciableenT.
La estructura de plazo del mercado de bonos no es muy informativa
visualmente. Una mejor medida para ello son las tasas de interés implicadas.

Hay una gran variedad de ellas.

A. La tasa ‘forward’ simple (o LIBOR) es la solucion a la ecuacion :

p(t,S)

1+(T—S)L=p(t,T)

B. La tasa ‘forward’ continuamente compuesta es la solucion a la
ecuacion

eR(T_S) — p(tl S)
p(t,T)
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Esta terminologia se usa normalmente en los mercados. Ambas tasas son
equivalentes. En términos matematicos, tenemos la siguiente serie de
definiciones.

1. Latasa ‘forward’ LIBOR para [S,T] se define como

P(t,T) — P(t,S)
(T —-S)P(t, T)

L(t;S, T) =

2. Latasa de contado simple para [S,T] o tasa LIBOR de contado es

P(S,T) -1

LD = -7 =5peD

3. Latasa ‘forward’ continuamente compuesta para [S,T] contratada en t
se define como

logP(t,T) — logP(t,S)

R(t;S,T) = — T-9

4. La tasa ‘de contado’ continuamente compuesta para [S,T] se define como

logP(S,T)

RG,T) = -~

5. La tasa instantanea ‘forward’ con madurez T, contratada en t se define
como

dlogP(t, T)
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6. Latasa corta instantanea al tiempo t esta dada por

r(t) = f(t,t)

Comentarios : las tasas ‘spot’ son tasas ‘forward’ en las que el tiempo de
contrato coincide con el inicio del intervalo sobre el cual la tasa es efectiva,
i.e., t = 8. La tasa ‘forward’ instantinea es el limite de la tasa ‘forward’
continuamente compuesta cuando S — T. Entonces puede ser interpretada
como la tasa de interés sin riesgo contratada en t, y efectiva sobre el intervalo
infinitesimal [¢, t + dt].

Por otra parte, el proceso de la ‘cuenta de dinero’ se define como

t
B(t) = exp {fo r(s)ds},
este proceso puede ser estocastico, y no sélo variable en el tiempo.
Como podemos ver, la tasa neutral al riesgo que utilizamos para valuar

derivados financieros, es Unicamente una de las varias tasas posibles a
considerar, y ademas bajo hipétesis muy restrictivas.

Las principales relaciones dinamicas.

Para lo que sigue, asi como pruebas heuristicas ver Bjork (2005). Mas
rigurosamente se encuentra este material en Filipovic (2009). Supondremos
que :

Dinamica de la tasa corta :

dr(t) = a(t)dt + b(t)dW (t) ™

Dinamica del precio del bono :

dp(t,T) =p(t, T)m(t, T)dt + p(t, T)v(t, T)dW(t) (**)

Dinamica de la tasa ‘forward’ :
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df (t,T) = a(t, T)dt + a(t, T)dAW (t) (**%)

Observacion 1 : las diferentes magnitudes pueden ser vectores o matrices, en
particular el MB puede ser vectorial.

Observacién 2 : se supone que las diversas funciones involucradas son
continuamente diferenciables con respecto a la variable T, y que son
suficientemente regulares en esa y en las otras variables para derivar bajo el
signo integral e intercambiar los 6rdenes de diferenciacion e integracion.

Bajo las anteriores hipotesis, tenemos el siguiente

Teorema : suponiendo (*), (**), (***), las relaciones dinamicas basicas son
como sigue.

I) a(t T) av(t T) (t T) am(tT)
i) o, T) — 5,

i) a(t,7) = L0+ a(e,0);
iv) b(t) =o(t,t);
V) dp(tT) = p(6 T {r(®) + AL T) +3 ISt T)II2}

+ p(t, T)S(t, T)dW (t)

donde

T

A(t, T) = —f a(t,s)ds ;

t
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T

St T) = —j o(t,s)ds.

t

Comentario : la demostracion rigurosa de las relaciones anteriores es un
ejercicio no trivial de calculo estocastico que involucra, ademas de las
herramientas basicas como la férmula de It6, algunos teoremas avanzados
como la versidn estocastica del Teorema de Fubini. Ver Filipovic (2009),
seccion 6.1.

Los principales modelos de tasas de interes.

1. El modelo de Vasicek.
dr(t) = (b + B r(t))dt + o dW (t)

Tiene solucion explicita :
b t
r(t) = r(0)eft + E(eﬁt -1)+ aeﬁtf e s dw (s)
0

Ejercicio : verificarlo.

Se sigue que r(t) es un proceso gaussiano con media y varianza,
respectivamente :

b o?
r(0)eft + E(eﬁt - 1); ﬁ(ezﬁt - 1)

de donde se sigue (¢ por qué?) :

Plr(t) < 0] >0
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Comentario general importante : el enfoque que mas se ha desarrollado para
estudiar los sistemas dinamicos estocasticos que representan los principales
modelos de estructura de plazo consiste, via las definiciones y relaciones
fundamentales de mas arriba, en un interjuego entre dos situaciones : la
dinamica de las tasas y la dindmica de los precios de los bonos. En ocasiones
se resuelven los problemas en una de ellas, y después se aborda la otra. O si
no hay soluciones explicitas, los analisis cualitativos y teoricos se llevan a
cabo en una, otra o ambas.

La dinamica general para los precios de los bonos se supone de la forma :

F(t;r;T) = exp(—p(t,T) — B(t, T) r)

2. El modelo CIR (Cox — Ingersoll — Ross).

dr(t) = (b + B r(t))dt + o \/r(t) dW ()
La ecuacion de estructura de plazo se convierte en

0B(t,t) o? _ _
T —7B2(t,T)—,BB(t,T)—1, B(T,T) =0

la cual es una ecuacion de Riccati, que tiene solucidn explicita :

2(e7-0 — 1) |
r—pB)(erT D —-1)+2y ’

B(t,T) =

donde y =.B?%+2y?. E integrando se obtiene el otro factor de los
exponentes para el proceso de los precios del bono :
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20 Y—B)(T-1)/2 )

2b
p(t, T) = ?109 ((y _ B)(ey(T—t) — 1) + 2y

Enseguida listamos otros seis modelos famosos, muy utilizados en la
literatura y en la préactica. Desarrollos relativamente detallados de los
mismos y de sus principales propiedades pueden encontrarse en Filipovic
(2009), Bjork (2005) y Shreve (2004) vol. II.

3. El modelo de Dothan.

dr(t) = Br(t)dt + o r(t) dW (t)

4. Black — Derman — Toy

dr(t) = B(t) r(t)dt + o r(t) dW (t)

5. Black — Karasinski

de(t) = (b(t) + B(t) £(t))dt + o AW (t)

6. El modelo de Ho — Lee

dr(t) = b(t)dt + o dW (¢)

7. El modelo de Hull — White, extensiéon de Vasicek.

dr(t) = (b(t) + B) r(©))dt + a(t) AW (¢)
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8. El modelo de Hull — White, extensién del CIR.

dr(t) = (b(t) + B(t) r(t))dt + a(t)y/r(t) dW (t)

La metodologia de Heath — Jarrow — Morton.

En principio esta basada en las expresiones generales :

t t

a(s,T)ds +f a(s, T)dW (s)
0

F(LT) = £(O,T) + j
0

t t
r(t) = f(t,t) = f(0,t) +f a(s,t)dt +f a(s,t)dW(s)

0 0
pero la metodologia es un enfoque bastante profundo, donde, de acuerdo a
muchos autores, aparece claramente la naturaleza infinito — dimensional de
los modelos de tasas de interés. El articulo principal Heath, Jarrow &
Morton (1992) dio lugar a una respuesta muy entusiasta y a diversos
desarrollos, tanto financieros como metodoldgicos y matematicos. Por
ejemplo, los autores necesitaban para una de las demostraciones una version
especifica del Teorema de Fubini estocastico, que en ese momento no estaba
disponible en la literatura, y lo incluyeron en un apéndice del mismo articulo.
Este tema puede estudiarse apropiadamente en el libro de Filipovic (2009), y

a un nivel mas profundo, en el de Carmona & Tehranchi (2006), aunque éste
ultimo requiere bases matematicas fuertes en analisis funcional.
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(*) Una propuesta de investigacion.

Estudiar la robustez* de estos modelos con respecto a propiedades
especificas (estabilidad, algunas cotas superiores para la solucidn,
estimaciones de probabilidades, etc.).

Digamos que se considera la propiedad P. Si el modelo A es robusto con
respecto a P y el modelo B no lo es, decimos que A es un mejor modelo que B
(en este sentido preciso).

Un problema en esta direccion :

En el modelo de Vasicek, estimar el orden de magnitud en términos del tiempo
de

P[r(t) < 0]

e investigar si ésta es una propiedad robusta del modelo de Vasicek.

(*) Definicion : una propiedad P de un modelo M es robusta sii se cumple
para una familia de modelos ‘cercanos’ a M y prefijada de antemano.

El ejemplo mas importante, historicamente : Teorema de Kharitonov (1978)
acerca de la estabilidad robusta de familias de polinomios. Ver ‘Kharitonov’s
theorem’ en wiki.
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Breve epilogo

A pesar de que la teoria econdmica tiene tantos defectos y problemas, como es
patente todos los dias con los constantes ajustes de cifras y figuras, con las
predicciones fallidas y con las explicaciones contradictorias dentro de la
misma disciplina, algunas areas de la misma (6 quizas deberiamos pensar en
‘disciplinas muy relacionadas con ella’) como las finanzas matematicas
tienen bases mucho mas solidas y se desenvuelven dentro de tradiciones mas
cercanas a las ciencias ‘duras’ como la fisica.

De hecho en finanzas se tiene una gran oportunidad para intentar hacer
“ciencia de verdad” e “ingenieria de verdad”, debido a varias razones. Las
dos principales son el alto nivel de sistematizacion y desarrollo técnico que
han alcanzado las herramientas matematicas involucradas, y por otro lado,
en las ‘finanzas practicas’ se dispone de datos de gran calidad y
confiabilidad, a diferencia de lo que ocurre en el resto de la economia. Mas
aun, exceptuando los ‘indices’ y ‘estimaciones’, los precios bdsicos de los
activos financieros son ‘exactos’. No sdlo muy aproximados como en fisica,
sino exactos.

Por otra parte, los mercados financieros, incluidos los mercados de
derivados, en los cuales se gesto en buena medida la crisis financiera de 2008
— 2010, no van a desaparecer. Muy al contrario, creceran e iran
incorporando instrumentos cada vez mas complejos. De manera que para
poder entenderlos, estudiarlos y usarlos adecuadamente se necesitan mas
matematicas y mas enfoque cientifico, y de ninguna manera menos
matematicas, como afirman los economistas que irresponsablemente achacan
la culpa de la crisis financiera a los modelos matematicos sofisticados. De
acuerdo a lan Stewart (2012) esto es casi como culpar a las computadoras y
los 1apices utilizados. La culpa debe buscarse en las decisiones que tomaron
los economistas asociados al poder politico, los cuales tienen nombre y
apellido : Alan Greenspan, Larry Summers, Robert Rubin, Harry Poulson,
Tim Geithner, Ben Bernanke, y decenas de economistas asociados a ellos.
Las finanzas requieren de un desarrollo mas amplio, sofisticado y cercano a
las ciencias duras y a la ingenieria. Y para ello se necesitan matematicas
sofisticadas. Es el precio que hay que pagar. Por esto, se necesita formar
muchos mas matematicos y otros profesionales que entiendan y manejen las
herramientas bésicas del tema, de las cuales se ha intentado mostrar un
poquito en este mini curso.

Pero hay que advertir que lo que se ha construido, ‘descubierto’ o ‘inventado’
en el area de finanzas matematicas es muchisimo mas y que se necesita
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estudiar bastante y muy seriamente para poder dominar aungue sea una parte
del mismo.
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